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Abstraet 
In this work first Integrals contalning the product of hypergeometrlc fu~ctlons cJ).z are deftned. 

Then, by deriving wlth respect to parameter A., the modlfied moments of the welght functlon x!' e-p..'( (Inx)l. 

t = ] ,2, on [0,00) are obtatnlng. Several known result are obtatned as partlcular cases. 
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Algunos resultados que involucran la función 
hipergeométrica <1>2 

Resumen 
En este trabaJCl, prtmeramente se definen Integrales que contienen el producto de funciones 

hlpergeométrtcas $2. Seguidamente, derivando respecto al parámetro A se obtienen los momentos 
modillcados de la función de peso xA. e-Px (Inx)l, t = 1.2, sobre [0,00) . Varios resultados conocidos se 
obtienen omo casos particulares de los aquí presentados. 

Palabras claves: Integrales, función hlpergeométr1ca <1>2, momentos modificados. 

Aular y KaJJa (71 evalúan Integrales queIntroducción 
involucran funciones hlperg ométrtca con

Muchos inVestigadores han estudiado in fluentes, obteniendo como casos partlcuJares 
tegrales con poUnomlos ortogonales. funciones algunos resuJtados de Ptttaluga y SaCripante. 
generalizadas de Laguerre y funciones hlpergeo Recientemente. GonzáJez y KalJa [81 han 
métricas, esto se debe a que algunos problemas evaluado los momentos modificados de la fun
computacionales en el campo de integración ción de peso xP e·al( (lnx)p, (p = 1,2) sobre [0,<>0)
numérica pueden ser resueltos por procedlmlen con respecto al producto de funciones generali
tos que requieren de momentos modificados zadas de Laguerre.
(1,21· 

En este trabaJO. primeramente se definen 
Así, Gatteschl [31. Ka1la Y Conde [4.5] han Integrales que contienen el producto de funcio

e tudlado integrales con polinomios de Jacobl y 
nes hlpergeométrtcas ct>2 ' Seguidamente, deli

Lagu rre: por otro lado. tenemos que Plttaluga y 
vando respecto al parámetro A se obtl nen los

Sacrlpante 161 estudian los momentos modlflca
momentos modificados de la función de pesodos de la función de peso xP+Il+1l e'QX Onx)p, 
XA e-Px Onx)t, t = 1,2, sobre 10 ,00). Generalizando

(p = 1,2) sobre [0,00). con .especto al producto de 
los resultados obtenidos por González y Kalla.

Jos polinomios generalizados de Laguerre 
Lm(a)(x) y Lnllll (x) .-
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Integrales que involucran 
funciones hipergeométricas 412 

Conslderemos la Integral 

rc - 1:r - U . - f- l'e-PX ""-(a b: ?VI
'-/l .b.-«.~.p.q.r.l'! - .....l • ,c; qx,......, . 

o 
~(a,~:y;IX,zx) dx (1) 

donde, p, 'Y t O. -1, -2, ..... 1>-1; p>O: a.b, a.~. q, 
r, z. reales , <I>2(a.b;c;qx.~ y cl»2(a.~: y; IX,zxl son 
funciones hipergeomébicas definidas por [91 

ih... (A A'. ) =.; (~)m (W)n xn il (2)~.l p , p :y;x.y .t- ( i\ mi ni 
"(¡m+n 

m.n~ O 

\XI < "", I!JI < "". 

Para evaJuar la Integral (1). sustituimos 
<I>2(a.~;y:rx.zx) usando (2), así 

¡ c- l.y - l.J. - f~ l.. - px.... b:
-a.b.-«,f\.p.q,r.z - x'e "'2(a. C;qx.Zk) . 


O 


~(a,~:y;rx.zx) dx 

Intercambiando el orden de la suma y la 
Integral (posible por la convergencia absoluta) . 
obtenemos la expresión 

.. k ",,1
IC - 1:1'.- 1). = ~ (ex)k (~)j (T'¡ (q 
- s.b.-«,f\,p.q.r.z L.. (iJ Id jl . 

k.,J =o k+J 

c;y;;t O, - 1, -2.: .... A. > -1: p>O; a,b.a.tl,q,r.z. reales. 

Usando el resultado [10. p. 340 (2.22.7.3)) 

r Jf-l e-PX ~(b.b·;c;WK'.zx) dx= 
O 

r(a)p-a Fl(ex.b.b·:~.~ 	 (5) 
pp 

donde. Re a. Re p. Re(p-w). Re(p-z) > O Y F 1 es 

una función de AppeU. 


obtenemos de (3) y (4). 


.c:- l,y - 1). - f-1-e-PX m...(a b:c:.nv "'VI
a.b.-«.~.p.q.r.z - .....z , , ''Y'O ......, . 


O 


cl)..l(ex.~;y; IX,ZX) dx 

= r (1., + 1) i CA. + 1)ktj (a)k (P)¡ (r/p)k (z/p'l 
11+ k.j=O <'Y>ktJIdJl 

. FtfA + k +- j + 1.a,b;c; ,g. ~1 	 (6) 
p P 

A.+] > O; p > 9: Re(p-q). Re(p-z) > o; c;y ;;t O. 

-1.-2 .... . ; a.b.a.l3.q,r.z. reales. 

Sea 

N c - 1.'r - 1).. =..!.~ - l.y-l).. 
t.-a.b.-«.~.p.q. r.l'! iJA.t a.b.-a.¡¡.p.q.r.z 

r' J. - po< . t 
= X e (lnx) Cl>2(a.b;c;qx.D:) Cl>2(a.~:r:rx.zx) dx (7) 

o 

A+ 1 > O: p > O: Re(p-q), Re(p-z) > O; c;y '# O. 
- ] ,-2 ..... ; a.b. ex,~.q.r.z, reales; t = 1.2. 

Por otro lado. de (6) y (7) con t = l . se tiene 

- k ' 
NC - l y- l.).. . =~ (a)k (~)i (r/p) (z/p)' 


l.-a.j).--«.~.p.q.r.z L.. ("'" Id JI 

k.J=O IIk+J

i (a)m (b)" (q/p)m (z/p)n . 


(C)m+" mi nl 

rn.n = o 

a [nI., + 1) 	 . ]aA. ¡f+l (A. + 1 k+j (A. + k +J + l )m+n ; (8) 

donde hemos expresado la fundón F1 de AppeU 
19] en su desarroUo en serte. esto es, 

Nc - 1,'( - 1).. , = [l'e-PX lnx""-(a b: .l.-a.b.--«.~ , p.q.r.z ....z , ,c; qx,ZX)
O 

~2(CI..~;y; rx,zx) dx 

=i (ex)k (~)I (r/p)k (z/p~ i (a)m (b)n (q/pr (z/p)n 

k. J = O 	 (Y)k+JIdJ1 rn.n=O (c)rnt"ml nI 


r (Mk+j + m + n + 1) I 

. h l 'tfIO..+k+j + m + n+ 1) - Lnpl (9) 

p 
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A+ 1 > O; p > O; Re{p-q). Re(p-z) > O; C.Y ~ O. 

-1 .-2 •.... ; a. b. a. ~ . q. r.z. reales; 


donde IjI{x) es la deTtvada logaritmica de la fun 

ción gamma. 


Con t =2 en (7) y usando (9). 

Nc - l.y - 1,).. Jo. 1 -px ( 1~ ",2 '" ( b: ? vI
2 ,-a.b.--1X,~,p. q,r,z = x 'e U lA) ....2 a, ,C;qx,~I' 

o 
c1I2 (a, ~ ;r.rx,zx) dx 

=i (a)k W)j (rjp)k (zjpyi (a)m (b)n (qjp)m (zjp)n 

k.) = O (Y)k+) Jdj1 m,n=O (c)m+n mi ni 

i (A,+k+j 	+ m + n + 1) 


¡}+1 


([\jI(A+k+J + m + n + 1) - lnpj2 + \jI'(A+k+j + m + n + 1»)( 1O) 

A+ 1 > O: p > O: Re(p-q), Re (p-z) > O; c .Y # O. 

-1 .-2 ... .. ; a .b.a.¡). q.r.z, reales. 

Casos Particulares 

Cons ideremos el caso en que z =O. 

Sea 

¡:-I.y-1).. = ¡: - l.y-1).. (11)a , b.--1X.~.p, q,r,O - a,--1X,p .q,r 

1) De (6) y el result ado 

4l:2(~,W:y.x,O) = <l>(~ ;y. x) 	 (l2) 

se tiene 

t'a~J.',r~~""" = r }-e-Px 4I(a;e;qx)4I(a ;y. rx) dx 
O 

~ k 
nA + 1) ~ (alk (A + lldr/pl F lA k 1 b: / 01 

A. l LJ Id l + + .a. ,c;q p, 
p i k =O (y)", 

(1 3) 

Usando lío. p. 4 52 (58)) 

~ 	 k 
c - l :y - U ,,_ r (A, + 1) " i a )k (A, + l )k (r/p ) 

~B ,~,p.q,r - ...)..+l .t.... (YJk Id 


P k=O 

.2F1(A, + k + l. a;c; q/p) (1 4) 

esto es. 

¡:-l .y-l).. = J- .0e-p,x c1I(a;C; qx)4I(a;y. rx) dx 
a,--1X.p,q,r O 

-	 k .
nA + 1), (a)k (a)) (A + 1)k+j (r/p) (q/py 

MI ~ ("IJk (e) ld )l (1 5) 
p 1<.)=0 'J 

C.Y f. 0,-1,-2, ..... b-1: p >O; Re(p-q) > O; a,a.,q,r, 
reales. 

La fórmula (15) puede ser expresada en 
térrrúnos de la función F2 de AppeU [9 ) en la 
fonna Siguiente. 

c-l ,Y-l).._r(A,+l ) . / /
La.-«,p ,q,r - Á+l F2 (A + l.a.a.y. e; r P.q p) (16) 

P 

De (16) Y [lO, p. 452 (71)] 

t.1 ,l _ 1(1.. + 1) {p - 1')-« (p _ q)-a 
a,-«,p,q.r - rf+l-c.-a 

F [ a.a rq ] 	 (1 7)21 A+1; {p_I'){p_q) 

b-1; P > O; Re(p-q) > O; a.a.q,r, reales. 

Consideremos 

NC-l.y- 1.1 == N,C- 1.y- 1,1 (l8 ) t ,-a,b.-c..p,p,q,r,O t-a,-c.,p,q. r 

11) De (9) y z = O, tenemos 

N C =l.y-1.1 = J- .0e- PX lnx<1'>(a;c;qx)<Il(a;y.rx) dx1, a,-c.,p ,q,r O 

_ :--{1+1); (a)" (a)m nA + k + m + 1) (r/p)" (q/pr 
- P.t.... (Y)k (c)m Id mi 

k ,m = O 

['1'(1..+ k+ m+ 1) - lnp] 	 (19) 

b- ); c .Y # 0 ,- 1.-2 ..... , p> O: Re(p-q) > O; a,a. q.r, 
reales . 

De (l O) Y z = O, obtenemos 

w - l ,y - 1).. - r .0e- p,x (rnx,2 <ll(a' e:qx)<Il(a·y. r.x) dx2 ,-a,-c. ,p .q ,r - o ' , . , 
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k / m 
= L (a)kCa)m (r/p) (q ~~ nA t k t m t 1) . 
k .m =O (r)k (c)m k! mI p 

. lr 1jI(A, + k + m + 1) - 1np]2 +\'/(A, + k + m + 1») (20) 

;\.> - ]; c.y*- 0. - 1.-2...... P > O; Re(p-q) > O; a.a..q.r. 
reales. 

111) SI q = P y z ·~ O en (6). usando los 
resultados [lO, p. 449 (l6}), [lO, p. 453 (60)) Y 
(I2), resulta 

¡c - l,y - 1). = f 1'-e-Px 4>(a;c;p~cll(a;y.rX) dx 
-a .-a.p,p. r o 

-	 k' 
= r~A + l) r(e) L (A + l)k (a)k (r/:) f(c - A. - k - 1 - a) 

I.+ l r() (Y)kldr(e-A-k-I)p e-a k o 

(21) 

De la relac1ón 111. p. 3 (4)) 

r(-z + kJ (_ 1)k r(z + 1) 
(22)r (-z) r(z - k+ 1) 

~a~.l'.rp:/ = r 1'-e-Px 4>(a;c;p~4>(a;y.rx) dx 
O 

I'(A + 1) rce) í(c - A. - 1 - a) Ji: [a.A + 1.A + 2 - e . .!..] 
= M I 3 2 y,A+ 2 +a-e 'pp 	 í (e - a) r(e - A. - 1) 

(23) 

c,y:# 0. - 1.· 2 .. ...• A> - 1: p> O: a.a.r. reales. 

S1 usamos (12. p. 10371. se obtiene la 
expresión eqUivalente. 

I C -	 I.y- 1.A= (c- a -1 )-1 (r-a - lJ-l 
- a.·-<:J.. p .p .r -a -a 

r 1'-e-Px I1.;; 1 (p~ ~ 1 (rx) dx 
o 

donde If.a- 1 (PX) Y ~ 1 (~ son funciones gene

ralizadas de Laguerre. 

¡C-l.y - u . = ro" + 1) r(c) r(c- A - 1 - a) 
-a.-a.p ,p,r ¡}+1 r(c - a) r(c- A - 1) 

p: [a.A + 1.1.. +2 - c . .I..l (24)
3 2 Y.A'>I- 2 + a ..: c .p 

c;y te- 0.-1.-2 ...... ;\.>-1; p> O; a,a.r. reales; Ir/<p. 

Considerando A. =y - 2. r =p. a =-my a =-n 
en (24) con m y n enteros no-negativos. 

IC- I''I - 1.r- 2=(c+ m - 1J-1 (Y+ n - 1J-I 
m,n,p.p.p m n 

r xr- 2 e-PX ~ 1 (p~ 4- 1 (px') dx 
o 

= reY- 1) (c- Y+ l )m 3F2 [-n;y- 1;y - c; 1] (25) 
pr--1 (c)m r:y - m - e 

y del resultado /lO. p. 5~9 (95)) 

IC - l,y - l,y - 2= rey - 1) n! (26)
m,n..p.p .p :r1 ( ) 

P Yn 

y> 	I. p> O, n = 0.1.2.. .. 

w y	 2 I I (e)", f(y- 1)
f x - e-PX ~- (px) L:, (px) dx = _ I • (27) 
O 	 mI pY 

al considerar en esta expres ión y - 1 = ~, p = a y 

c = a + 1 se obtiene el resultado (l8) de [8) . 

Haciendo le = p, P = a, a = -v. c = a + 1. q = b. 
a = -J.!, y = p + 1, r = c. en (15). (16) Y (1 9). (20), 
se obtienen resultados dados por GonzáJez y 

KaIla [8J. 
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