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Abat'Aet 
In thls paper, a generalJ.zed fl.nJtc Hankel transfonn Is dellned by uslng the Theory of Ftnltc 

Sturm-Llouv111e Transfonn. The Inverslon formula and sorne propertle ' are glven. AddlUonaJJy, II J.., 

applled lo the solullon oC lhe boundary problem relaled to atmospherlC polluUon. Thc finlte Hankel. 
transform I oblaJned for a partJ ular case. 
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Sobre una transformada finita generalizada de 
Hankel 
Resumen 

En el presenle lrabaJo . e define una lransfonnaOa ftnlta generalizada de Hankel adecuada a ciertas 
condiciones de conlorno, usando la Teoria de SlU:1l1-Llouvtlle. Se da su fórmula de invers ión, algunas 
propiedades y se aplica dIcha lransfonnada en la solución de un problema 'd contorno relaUvo a 
contaminación amblenlal. Como caso particular se obtiene la lran formada finita de I-Iankel. 

PaJabras claves: Transformada, finita, generalIZada , Hankel. 

Introducción Transformada ("mita generalizada 
de HankelLas transfonr:ada cuyos núcleos son las 

Cunel nes de Bcssel se llaman transfomladru; d Definición 
Hankel. En el presente trabajo e uUllza una La transfonnada flnlta corre pondIenle al 
forma general de la ecuación diferencial de Bes operador Ilneal 
sel 111 , 

1 el _1_!h. (1-20:) ~ + L = Nu(o::y) ..; ?t-2 cV-+ 

¡cr2 d:l + ¡cr' dz' 


(1- 20:) d fJ.2-'1l";2 2_2 

(~2¡+ (1. -';:"{ )<p =O, (1) ";:?r' cJz + ..; ?t (2) 

el cual llene la forma autoadJunla 
con parámetros p, y. o: y u, para deflnlr una 
tran ' formada finIta generalJzada de Hankel 
usando la TeOlía de la. Transformadas Finitas 
de Slunn-Llouvllle 12,31. Se presenta u fórmula 

0:, Y reales; y ~ ode Inverslón , alguna propiedades y u 
apUcaclón a un problema de dlfuslón . se le Uamará lransformada.ft.nuageneraUzada de 

HankeL 
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La solución genera] de (1) es 121 


ba,y@,z) = i" Zu (~if) (3) 


donde Zu(~zr) es una comblnacJón lJneal de 
funCIones CilindrlC!lS. 
Sea 

$a,y(~,Z) =c,t" ..Iu@zY) +C2t" Yu(~Z~ (4) 

y los operadores de contorno Py Qdeflnldos por 
las ecuaciones 

af
Pf= B1~x,a) + 82 (l/x,a), 

al= bl~X,b) + b-¿ alaf 
(x,b) (5) 

donde al, <12, b l Y~ son constantes. 

Conslderemo el caso especial: 

~, Qf = f(x,a) 

La solución de la ecuación (1) en este caso 
es 

(6) 

donde ~ , . P2. ... son las raíces poslUvas de la 
ecuación trascendental 

Jo filmar) = O, u~o 

La transformada finita deftnJda por 

-IX l
" ~~x,m) = Hl.\l [~x,Z);o.,'Y,ml 

= if~-l ~x.z) ~(PmZ'0o'z r#J (7)
o 

la llamaremostransJormadaftntta generaUzada 
de Hanke{ de primera clase. 

F6rmula de Inversi6n 
Como las funciones de Bessel de prtmera 

clase saUsfacen la propiedad de ortogonalJdad (41 

(8) 

donde ómn = {~: :~. 

La fórmula de Invers1ón de la transfonnada 
(7) es 

1 -IX;~
Itx,z) =ff,.\l [fl ,u\x,m).z] 

(9) 

De manera análoga al teorema clásico en la 
teoría de series de Fourler-Bessel (7), se puede 
demo trar la convergencia de esta serie. 

Propiedades del Operador H 1. u 

1.- Transformada finita generalizada de 
Ilankel de la primera derivada 

Usando la definición en e 1ntegrando por 
partes, se obUene 

a 

M.\l[;;;a.'Y.m] =fz2l""IX- l ~x,z} Ju(PmZr) I 
O 

Como conslderaroo ll~O, entonces 

~-1 Ju(PmZ'Y) -+ O cuando z-+O , Si 
2y-a-1 +~> O Y s1 asumJmos que f(x.z) es ftnJta 
en z=O. entonces z!'r«-1 f(x,z) ~(PmZ'Y) -+ O en 
z-+O. También será cero en z=a. ya que 

Ju(Pma'Y) = O; siempre que f (x,z) sea finJta. 

Usando la relación de recurrencta 

:Z[~-l Ju(~mZ'Y)J = 

~m~2 [ (UY+2~-1 ) J...>-1 (PmZ'Y) 

- (U'f:(~-1» Ju.tl(~mZ'0J u;c0 (lO) 

se obtiene 

M,\l[d~:';Z) ; a,y.m]=-~[«'I>+2)Y-«-1} x 

M,'\)-{Z"t-lf(x,z); a,'Y.m] - «u-2)'y+a.+1) x 

[M,u+,[z't-'Jtx,Z); a,'Y.m]. ~ (JI) 

En el caso ~O. usamos la relación 
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entonces 

Hl.{~az'. a,y,m]-
- (2y-a- l) Hl'{~~t) ; «,1,+ 


PnffH1.1[Zi"'f(X,Z); a,~,mJ (12) 

2, Transformada finita generalizada de 

prImera clase de f (X,Z) 
z'Y 

De la relacIón de recurrencla 


J\l(~mZ'Y) ~l(~mZl) .1u+l(l3mZ'Y)

~c..:.:.:....!.. = +

I3mz 2u 2u 


e obtiene la relación 


Hl '{!\::) ; a,y,m] =~[Hl,\l-l[f(X.Z) ; a.y,m] 

+ Hl , ,[f(x,z); a,y,ml} '\):¡!'Q (13) 

3. Transformada finita generalizada de 
Bankel del operador N\l(a : y) 

Hl,,{N\lf(x,z) ; a.y,m] 


= -~~ ',<l,\l 'Ycx,m) + 'YPmf(x,a)a"t- rJ. J1>+,(j~ma'Y) . (14) 


4. Casos Particulares 


SI hacemo. tx;=O, "(-=1 


a) En (7) 

H' ,\l[ !\x,Z); O,l, m] = f:zf(x,z) .1u (~mZ)dz 

=hl .\l[ f(X,Z) ; m] 

que es la transformada finIta de Hankel de 
prtmera clase 

b) En (11) 

Hl ,1J[~dZ ,O, l,mJ 

~m(u+l)
2u Hl ,U-l [ ~X, l); 0,1, m] 


pmu- 1)

+ 	 2u Hl,1)+l[~X,z); O,l ,m] 

~m<u+l) .
h.. [d1X,Z) . m]
" 1,1) az ' 21> hl,1J-lr~X,Z) ; m] 

que otnclde con la transformada finJta de 

Hankel de primer.} clase de la primera derivada. 

De manera análoga en (12) 

~,{O~Z): O,1.m] =h1'o[;;(X,Z}; m]= 

- h1'o[f(:Z) ; m]+ 13m h, .,[!\x.z); m} . 

e) En (13) 

H,.{1f; o,l ,m] = ~~ [H' ,1J-l[f(X,Z); O,l,ml 

+ H, ,\rtl[f(X,Z); O,l ,m] ] 

h,{1f; m] = %~pl'1J-l[f(X,Z); m] 

+ [ h, ,1J+l [ f(X,Z): ml} WO 

d) En (14) 

t11 .{Nuf(x,z); o,1,m] = h, .1J[I31J f(x,z); m] 
2 - o1 

= -~m fl .~ (x, m) + ~m f(x,a)a .1u+l(~ma) 

h, ;1J[ ¡3,¡f(X,7.) ; m] 
= - fJm2 -

f, (x,m) + ~mf(x,a)a Ju-rl(~ma).
,\l 

Aplicación de la transformada 
finita generalizada de Hankel de 

primera clase 
Como aplicación de la transformada finita 

generaJlzada de Hankel de primcra clase consi
deremos un problema de dtfuslón de polvo (3,6) 
a través de la almósfera a una aJtura determina
da y el cuaJ consiste en encontrar la oluclón de 
la ecuación. 
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_1_l9.+ kl tWQg _~ Qgr ' af 1<1/ dZ  kl dX' (0<2$8, o<~l ) (15) 

con las condiciones de borde 

q(o, z) = ° 
q(x, a) = h(x) 

O$z$a 

O~l 

Al comparar con (1 ) se encuentra que 

-w n+l w 
a. =2k/Y=2 ' \l =e= kl(1+n)" 

(l6) 

51d~ftnlmO~ 

• -w m1 ~x,m) = )./1 ,91 q(x,z}; 2kl' 2; m1 

Aplicando transformada a ambos miem

bros de (15) se Uene 

H1.{(n!l J(;, f7 + k~W ~ ~} -; " n;1, m] 

= ~.!1 Hl {E.g; _~, n+1, m1 
(n+l)2 k, . dX 2k, 2 'j 


Usando el resultado (14) 


2 J2( 1 i.!1. k,+w 1 Qgj. w n+1 1 
H, .{(n+l ? al +T, i' aZ)'-2kl ' 2' m 

Lucgo 


~q+[(n+l ) ~mr k, q= k, ~Jn+1 J3 h(x) 

dx 2 U, Ul H\ 2 


1 w n+l 

- ( n+1+-) (~ 2\ 	 (17)a2 k, J6+\llm a 2 ) 

con la condJclón 

(¡(o, m) == O 

La ecuación (17) ~ una ecuación dlferen 
clalllneal cuya solución es 

k, ~rn-~1 ) n+l{n+1J3 
(¡( x,m)=-u, ~ 2 a2 k, J6+1(~ma 2 ) 

que podemos escribir como 

_ . k l Jn+1J3 l..-nt .!!!.+ l ) n+ 1 
q(x, m) =~ ~"~2 a:l ' k ¡ J6T I(~rna 2"fm(x) 

donde 

Usando la fórmula d~ 1nY~r~lQn {e} G~ ooUe
ne la solución 

~XZ) ~ 1 2arf,- (}- 1 )t Pm[{kJe(P )2~~1 mZ~ B(X) 
I u~ 2 ¡,. nt1 m 

111=1 J9+1 (~maT) 
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