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Abstract 

CyllndrtcaJ funcUons are among lhe most Important speclal funcUons, haVing JUany dJver e 
appllcaUons 1n physlcs. englneerlng, mathemaUcal analysl , astronomy. and so on. ThJs paper centers 
on struv 's Incompl te Cyl1ndrlcal FuncUon Hu(w.z): Its def1nltJon and represenlaUon in serie In tenns 
of the Hypergeometrtcf'tmcUon . and of Rampé de Fértel Generallzed Hlpergeometrtc Functlon. Sorne 
relaUoDs of recurrence and vartous InLegral transforms are then calculated. arrlving at sorne known 
sp cillc cases. An asymptoUe exPanslon Is provlded for I1o(B.z) . 

Key words: Slruve's PuncUon, Inlegral transforms, asymploUc expanslon . 

Un estudio sobre la función cilíndrica incompleta 
de Struve 

Resumen 

Las FuncIones Cilindrtcas eslán entre las más Importan les funcIoneS espectalcs. con muy diversas 
aplicaciones en fislca, ingenien . anál1sls matemático, aslronoDiia, etc. El presente trabajo se cenlra en 
la Función Cilíndrica Incompleta de Struve H1J(w,z}: su definición y representacIones en serie en términos 
de la FuncIón [llpcrgcomélrtca y de la Función Hlpergeometrlca Generallzada de Rampé de FérteL Se 
calculan algunas relaciones de recurrencta. varia Lranslormadas lnlegrales y se obtienen algunos casos 
parUculares conocidos. Finalmente e presenta un desarrollo asintótico para Ho(B.z}. 

Palabras claves: Función de Slruve. tran {ornladas integrales, desarrollo asintótico. 

Integrales anáJoga en las cuales los conlarnoIntroducción 
no están determinados. Tales Integrales se de 

Las Funciones C!Jjndrtcas aparecen en pro nominan funciones cllíndrtcas Incompleta ; de 
blemas de m ovtrnJen to de líqUidos viscosos, elas allí la necesidad de su estudio [J. 2, 3]. En este 
Ucldad . electrostática. hldrodJnámlca. lngenlena lrabaJo nos concretamos a la Función Cllíndrtca 
nuclear. problemas de valor~ de contorno en Incompleta de Slruve H1J (w,z). 
electro-magnetismo y transferencIa de calor, pro
blemas de valores propios en mecánica cuflntica Definición y representación en 
y hasla n Ingeniería biomédica y en economía . serie de H u(w,z)Dichas funcIones tienen representacIones Inte

grales en la forma de Poi son y Bessel para las La funcIón lncompleta de Struve en la for

cuales lo contornos de lntegraclóD están ODl ma Potsson se define como: 

pletamenle detennlnados. Sin mbargo en la 

práctlca, frecuenlemenle es necesario estudIar 
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(1) 

u
donde Au= 2 f(u +~) r(~}Re(u +~» O. 

Usando en (lna n;pre enlaclón en serie de 

sen(zcos8). lntercanlblando la lntegraclón con la 
serie y resolvtendo la integral tp.nemos 

u ..., 2 nt+ l 
2 ~ "' Il. 2 1 z 

lfu(w .z)= A" ~ (-1) psrn w(u + 2' mt l) (2m+ l) 1 (2) 
"'=() 

donde Px (a,b) es la función beta incompl la. 

De la relación 14, fórmula 6.6.8, pg. 2631 

PX< a,b)= rt'1-1 ( I_t/ >- l dt = 
o 

(3) 

I 3 2 
.21"1(1.1 + 2' - m; u + 2" : sen w) 

m ~nl+l 
(4)(-1) 	 (2m+l)! 

De (4) usando las relaCiones conocidas pa 
ra 2[" I (a,P:y:z) ecuaciones (9.5.3), (9.5.7) Y (9.8. 1) 
de [51. obtenemo, que: 

, u+1 
2Hu(w,z)= Hu(z) - ZAu sen \1-I w cos2 w. 

- . l' - \H-.l 1 2 ]o: 1;2 . • 2' ._( zcoswJ ._. ,:;, (5)
F1: 1;0 3 . 2 , cty w 

[2:'2: - 

1
Re(v + 2»0, I zcosw 1<2, I ctgw I<1 

donde: 
p:r; u 

F q s; v denota. una sen hJpergeométrtca ge 

neraltzada de Kampé de FérJe~ 161, la cual 
converge en los siguientes casos: 

1) p+r<q+s+ 1, p+u<q+v+ 1, Ix l <00, Iy l< 00 

2) p+r=q+s+ 1, p+u=q+v+ 1 y 

1) Ixl !/(p-q) + Iy l l / (p-q) <1 si p>q 

JI) máx (Ix l , Iy l)<l s1 p~ 

3) p+r+u<q+s+v+ 1 'Vx 

4) 	 p+r+u=q+s+v+ 1 

1) p=q !x 1<1. I Y I <1 

11) p -q<O, Ixl<l, Iy l <l 

Relaciones de recurrencia de 

Hu(w.z) 


Algunas relaCiones de recurrencla para la 
Función Cilíndrica Incompleta de Struve son: 

2C,,-1 
~sen2\1-1 w cosw sen{zcosw) (6) 

Para llegar a este resuJl..ado, reemp1azamo 
a H\J(w,z} por su representación Inlegral , derivan
do luego respecto a z e integramo por partes. 

d ( - IJ . ) 2 2 \J+ldz z Hu(w,z) == A U+I sen w . 

(7) 

Haciendo un procedimiento similar al ex
pUcado para calcular (6) obtenemos el resultado 
(7). 

2v 
H\J-J (w,z) - - H\J(w,z)+HIl+J (w,z) = z 

2 \J-I 

_Z_sen2\r-1 w cosw sen(zcosw)


AIJ 

2zIJ 

+ -Asen21l+ I w cos(zcosw) (8)
u+J 
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Para obtener este resuJtado desarrollamo 
la derivada en (6) ymultiplicamos por z-u yen (7) 
desarrollamos la derivada y multiplicamos por z'IJ 

restando luego el primer resultado del segundo. 

Hu-I(W,Z) - 2H\l(w.z)- H\l+I(w.z) = 

2zll- ! 2v 1- ' - sen - w cosw sen(zcosw) 
A\l 

(9) 

Hacemos Igual proc d1mlento al explicado 
para obtener (8) pero umando el prtmer re::¡u1
lado al segundo obtenemos el resultado dado en 
la ecuación (9). 

SI w-; obtenemos las fórmulas de recu 

rr ncla conocidas para la Punción Asociada d 
SLruve 171. 

Transformadas integrales 
de Bu (a,bx) 

Pre enlamos algunas transformadas lnte
gralcs de H\l(a.bx) tales omo la de Laplace. ~-ln

tegraJ. tran fOffilada K. Integral Upo Weber y 
algunos casos particulares. 

Sea H\l(a.bx) definida por (5) 

Transformada de Laplace 

L[.lH\l(a.bx);p] = 

_~ ( 1 A+\) 2 A+\)+3 . l-ª.._ b
2

) 
~> • 2 . 2 ' \) + 2'2 ' 2 

P 

sen2 1l 
- ¡ a cos:.! a 
Au 

i 
A.+\J+2 A+1>+3 I 

0,3, - : 1'-2-'-2-; -W'2. 1 
Fu , 3 : 

2: '2 ;- 

(IO) 

Re(A,+u)>--2. Re /p / > /Imb /. 

Transformada K 

r [A+~~+2Jr [A+~~+2J 
r(\J+1!2) 

_1__&' ( 1 A+'\}-j.l.+2 A+\)~+2, -ª. -ª,._b2
) 


1·;jI2. 2 . 2 '<>+2'2 ' 2 

\J+- P 

2\ 

_ . 1 A+\l-J.1+2 1..+\)+1.1+3 . _ 1 1 
0 ,3,2 . • 2 • 2 . w 2' 

Fu , 3 : 
{ 2: 2' ;- 

2 
_ b ; 2,2fI. -ctg2a]} (11) 

Re(p» I1mb l. ReA.> I Ref.1I-Re\l-2. 

Integral Tipo Weber 

A+U+2) 
(_px2 _ bU+1 r 2 

[ e xHu(a,bx)dx - 2A ' 2 .° \ l J\.+\J+
P 2 

Rev. Téc. Ing. Univ. ZulJa. Vol. 17 . No. L. 1994 

http:H\l(a.bx
http:H\l(a.bx


40 
M. Valbuena 

0,1.2 - : l:-U+t.l b'lcos2 a ]i
F¡ ,I,O 3 : - ,-ctrfa (l2) 

2 ' _ '- 4p 
. 2' 

b>0 , Re(p»O, Re(u+A.)>-2, 

Ictga 1<1, Re(2{ji» IRe(bcosa) I 

~-Integral 

fI 
~' (I-x)S-J Hu(a,bx)dx = 

o 

~r¡o (~ P+-\>+2 J.-ª. ~ pts+u+1 pts+u+2 . _ b
2 J 

.ji 4 2 ' 2 "2'u+2, 2 ' 2 . 4 

2 2sen 'a cos a 

A\) 


. ~ ptu+2. 1 
0.3,2 - . 1. 2 ' 2 , -,,~ ,1 

F',3,Q . ~ p+u+s+ 1 ptu+s+2 . _ _ 
2. 2' 2 ' 2 .r 

(13) 

Re(ptu» -1. I clga 1< 1. Re I bcosa 1< 2 . 

Cálculo de la función incompleta 
de Struve Ho(8,z) para valores 

grandes de "z" 

Función Ho(e.z) 
SI en la ecuación (1) hacemos u=o oblene 

mos: 

HJ.O,z) = ~ í sen(zcoS<p)chp (14) 
11: o 

Ex.lsten dos métodos desarrollados por 
FelUs en (8J para hallar la expansión asintótica 
de la funCión Jo(z,O). los cuales son aplicables 
cuando z es grande. Uno de e os es el desarrollo 
como una serie aSintótica, mlent.ras el segundo 

es una transformación a una representación in 

tegral en la cuaJ el mtegrando no e o cllatono 
para Ho{9,z) . 

Consideremos a 0<1(/2. 

HrJ,9,z)= ~[esen(zcosq»dq> - rsen(zcosep)dcp] 
11: o e 

si hacemos X=CQ e y l=cos<j> en la ecuación (] 5) 

nos queda: 

Ho{9,z)= ~ ¡HJ.z) + 
1t 

([r e i2.1 r e-i2.1 1- - - dJ.- ~dL (16)
2 o ~ . o 'J l-r' 

Transformación de la función Ho(9.z) a 
una integral no oscilatoria 

La Integral (14) puede ser transfonnada a 
una fonna adecuada para evaluarla por cuadra
tura cuando z es grande, y la cual no está 
restringida en su uso para los valores de a. Esto 
e logra por la dJ torsión en la trayectoria de 

lntcgraclón de tal manera que se obtiene un 
Integrando no oscOatorlo. 

Conslderemo la lntegral 

la trayectoria de integración en el plano complejO 
w(=u+lv) es el rectángulo r con vérUces (0,0), 

(x ,O). (x,N) , (O ,N) con x<l y N>O. Ya que el 
Integrando no Uene polos dentro del contorno y 
pennaneee monovaluada en todo el rectángulo. 
la Integral de linea total es cero. SI hacemos 
tender N a InfinIto, la contribución del segmento 
((O,N) -(x ,N)) se anuJa y enconlramo que 

eÍZIJ [ e-zv 
[ --du- ( - - dv 

O~1-U2 - o ~l+; 


-zv 
_!elzx 

[ e dv (17) 
o~ v2-2!vx+C l-Xl) 
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Evaluando la Integral 

e-zv 
[ -dvOVlW 

por un procedImiento análogo al utllJzado por 
Fettis, Hemy E. en 181 tenemos: 

(lB) 

amUtuyendo (lB) @n (I7) nOQ Qu~dn 

(19) 

Slm1lannente SI consideramos la Integral 

- (zw

I. e dw 

,. "'¡l -w 


obtenemos 

elzu [ ~v
--du - ( - - dvro "'¡1_u2 - o "1 +v2 


te- Izx [ ~v d 
 (20) 
- O"¡';'-2(vx+(l - xT v 

siendo 

~v 1t 
[o "1+v2dV - "2 [ Eo(Z)+ Yo(z) ] (21) 

sustituyendo la ecuación (21) en la ecuación (?O) 
tenemos: 

_iéizx [ (/V dv (22) 
o " v2- 2tVX+(l-xY 

reemplazando la ecuación (22) y la ecuación (19) 
en la ecuaCIón (16) resulta 

1 [ Izx[ e
zV 

- e 
2 O "'¡1J- 2iVX+(l-4 

dv 

1 - izA: r ezv d ]}
- 2"e O~t-2{Vx+(l -xr V 

(3)
2 

donde: 

Uz~ == - Ho{z) (24) 

puesto que 

largzl<1ty Izl grande (25) 

y 

(26) 

y además para las representaciones integrales 
en la ecuación (23) puede observarse que para 
valores muy grandes de z y 9>0 e tiene que: 

luego si z • csc2 9 

2 2 1
Ho(9,z) - - ( ?,!1tZ sen(z-o/4) + - - - ) 

1t 	 7tZ Z 
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