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Resumen 
En el presente trabajo se tratan problemas que involucran Ecuaciones Diferenciales Parciales 

de gran importancia. dichas ecuaciones describen muchos procesos fisicos como por ejemplo 
conducción de ·caJor. difusión. radiactividad. Se generali7..a la ecuación inlegrodiferencial que se 
encuentra en los problemas de difusión y de onda fraccionaJes dada por W . Wyss y W. Schneider 
(Fractional Diffusion and Wave Equations: J . Math. Phys. 30 (1). 134- 144). La leoría s obre la (unción 
H de Fox y las transformadas de Laplace y Mellin se u san para resolver el problema. Se consideran 
aJgunos ejemplos tomando funciones adecu adas. Se obtienen resultados con ocidos como casos 
particuJares de la forma generalizada aquí presentada. 

Palabras Claves: Difusión. onda. ecuación fraccionaJ. 

Sorne results on the Fractional 

Diffusion equation 


Abstract 

1bis work deals with probJems lhat involve important PartíaJ DiJIerenUal Equalíons descrlbing 
many physlcaJ proccess. for exampJe. conduction of heat. diffusion. radiacUvily. ele. We generalize lhe 
inlegrodifferential equatlon that appear in lhe problems oC lhe fractional diffusion and wave given by W. 
Wyss y W . SchneideT (Fractlonal Dlffusion and Wave Equations: J . Math. Phys.. (30) (1) 134-144) . 
The lheory on fue H. function of Fox and the Laplace and Mellin Iransforms are used lo solve the 
probJem. We consider sorne example Laking convenienl functions . Sorne known resulls follow as 
specjaJ cases of fue general formulas presenled here. 

Key Words: Dilfusion. wave. fractional equation. 

Introducción también en radiactividad y otros procesos [¡sj
cos {1. 5) . 

Dentro de las ecuaciones diferenciales 
Las ecuaciones de difusión y de onda fracparciales más importantes en las Ciencias Apli

cionaJes [7. LO. 11 . 13] se obtienen al reemplazarcadas está la ecuación: 
en las ecuaciones de difusión y de onda clás i
cas. la derivada respecto al tiempo. de primero 
y segundo orden, respectivamente. por una de
rivada fracciona! de orden a con O<a S 2. Si O<tt 

S 1 se habla de una ecuación de difusiónEs muy conocida su importancia en el mo
fracciona! y si 1 <tt S 2 de una écuación de ondadejo de conducción de calor. procesos de difusión 
fraccional .y flUjo a través de un medio poroso. así como 
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En los trabajos realizados recientemente 

porW. Wyss yW. SchneiderIIO. 11. 131 se 

resuelven las ecuaciones de difusión y de 
onda [raccionaJes. las cuaJes aparecen ex
presadas como ecuaciones inlegrodjfer~ciales. 

En el presente lrabajo se generaliza la 

ecuación inlegrodiferencial qu conduc a los 

problemas de dlfu ión y de onda rraccionales. 
Se resuelven algunos ejemplos tomando fUhcio 
nes adecuadas. Resultados conocidos se obtie
nen omo casos particuJares de la fonna gene 
ralizada aquJ presentada. 

Ecuación lntegrodiferencial de Wyss y 
Schneider. 

En los trabajos reali7.ados por Wyss y 
Schn ¡del' 110. 11. 13) se resuelv n las e a
ciones de diJ'usión y de onda fraccionaJ s . las 
cuales se expresan mediante la ecuación m
legrodlferenciaJ 1101 : 

m - J 
1 Jt Ck 

Z(t)=L K/'+f(a) d1: (t - 1:)<1- 1y(.) 
k = o o 

( 1) 

con in - 1 < o. 5: m. m f.1N. t > O (2) 

donde y está relacionada con Z por m dio de: 

y"" cP (Z) 	 (3) 

Los autores consideran el caso y "" cP (Z) = - AZ(l). 

A. e!R+. 

A continuación . consideremos el caso 

y = <1>(21 = - )..2(n) (t). n<m. n <(l. K<(l. 


n. K = 0,1. 2. 	 (4) 

Sustituyendo en la Ec. (J) , tenemos: 

Aplicando la transfonnada de Laplace 12. 9) 

n 1 n- l

I.Ck pa- k-l+ L.A-C; pn- ¡-1 

2 (P) = lc:O t:O (6)
p(J. + Apn 

donde se ha usado la condición iniclaJ 110): 

Z (k)( O) = e k. O ~ K :5: m-l . ID EIN (7) 

Aplicando la relación Mellin-Laplace. 12. 3. 81 

dada por: 

.... 1 
ex>

J s'" 	 (8)~ (5) = f( l - s) dp p-. (p). Re(s)>O 

O 


resulla: .. 
~s) = rol-s) dp p-S 

o 

l 
l Ck pU- k- l +~ACi p"" i - ] 1 


(9)

p(J. + Apn 

Re(s). > o 
Cambiando el orden d la integral y la suma 

en base a la conveTgencia absoluta: 

~s;'i, l Ck r (J. - k- $- ) 


k= or(l - s) O pU + A-pn 


n- J . 1A- C¡ r n - I -s - d 

+(~or(l - s) o p(J.+ t.. p" 
(lO) 

Haciendo cambio de variable resuJta: 

m- I .:.1!!.!.!J. ~l
C A <o - n .. a " 

~s)= (a - nf lI. ;(1 _s) Jo~l+ x) dx 
k=o 

n -l ~ ~1 
o n D 

,,( )_ l C;A - f""x " dx 
+ 17'0 (l - n r(l - s) o (1 + x) 

(1 1) 

Expresando el resuJtado en térntinos de la 
función Gamma [4J: 

(k + s) 
,. m - I - k .. . ) r(l---) r 
Z(s)=(a - n)- IICkA. Q - n 	 (l - n 


r(l - s)

k =O 
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k+ s i + s
donde - - ~ 1, 2. 3.4.... Y-- ~ O. 1. 2. 3 ... 

a-- n a - n 
(12)respectivamente 

Usando la expresión de la transformada de 
Mellin de la Función H de Fox e invirtiendo 

resulta: 
m- J - k 

Z(t)= (a - nf II, Ck f.. ~ 
k=O 

i- (-.-) 
k 1H:~ I.'~ I (a,," ,"-O; ),(0,1) 

a-n a - nl 1 

11- 1 , 

+ (a - n)- 12, C¡ A ~ 
;=0 

....L (1+ - . - )
1 1 A ~ - « a-ni ~ 1IH a-n 

12 L i 1


(1+ --o--).(0.1 )[ (l - n a-n 

(13) 

Usando la propiedad de la función H de Fox 

16.121: 

(14) 

con (J = -K Y (J = - j respeclivamente. tenemos: 

rn - I 

I (0. - ) 

H 11 A ;;:;; t a - n 


1 112 1 
[ ( O. --). (-k. 1)

a - n 

([ -) 

+ (a - n - II. CI t 1 
1= 0 

I (1 - )- . a-n11H f.. ~-fI t 1 1 
12 (1. _1_). l- i. 1) 

(l - nl 
(15) 

lntroduciendo la representación en serie de 

la Función H 16, 121 nos queda: 

m- I "" 

Z t "" Ck (_A)J t k+J(a- n ) 
( )=~ ~r(l+ k+ j ((1 - n)) 

Ic=O j=O 

n-I 00 

_"\' "\' e¡ (_A)j+l t * (ft lH (l-n ) 

.~ ~ql+ H- (j+ l) (0. - n» 
':0j=Q 

a > n. A e R+ ( 16) 

Haciendo a-n= p/2 . p= 2. 3, 4 ..... Y sepa 
rando l.a suma sobre j en lénninos pares e 
impare_ . la eco(16) nos queda: 

m- l 

[

~t)=I.Ck i k 
Jc=O 

2~ (A? t 1)1 A t p/2 i: (1. t ry ] 

~ r( 1+ k+ pj) j=Q r( 1+ k+ p/2+pj) 


n-) 

+ 2,A. el i i+ p / 2 

=o 

1~ 2 1>.1 00 2 1>.1(A i· r _ A t pl2 (A l· r 

[ ~ r 1+ í+ p / 2 + pj) ~ r(l+ í+ p+ pj) 


17) 

Utilizando la fórmula de multiplicación de 
Gauss para la función Gamma: 

p-I 

r(pz) = ( 21t i 1 P)/lp- \.2+P%!! i z+ ;) 

p = 2. 3. 4 ... . ( 18) 

resulta: 
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~l 

+ -¿>..e. t it-pl2 

=<> 

(19) 

Usando la reJadón (a)J= r(a+j) / na) 
ordenando y expresando en términos de la 
Función Hipes'geométrica Generalizada 

m-l k 

Z(t) = ~c{~J(2rc)~ ~ 1 )p-~ 

P-J 1 lF{l:au :Al~í)
llr( a u ) 

r~ 

-,Yo)" lF~I:P·:,,~í ljn re ~u) 
~ 

rl- l ItIJ!! 

+ ~')..Ci (~J (2rc)< ~ 1 ~p~ 

~l ro l' "'{I»'~i~) )
nrci..) 
Id) 

donde 

hk..... 1+k+ JJI.tf. U 1..... ~ .... 
o.=- p- : Po p :r-= p 

~= 1!itpHJ 
P 

p _n (Or}kzt 

"F., (ar : Ps : z) = l: .:::;.:..___~l 

~n 10 

=1 

SI hacemos R=O r:n esta ecuaI:ián ~ 

nemos para la ecuadón: 

m-I 
1

2.(t) = L ek tk +-r reh (t - "[) .... J .(-1Z("[ 

k=O Kl (a) o 


PI, 

y = .- A.Z(l). ').. eK 

la siguiente solución: 

m-J 

Z ( t ) = ~ L ek ( ').'1 t k +Jo. (22)
~.FO re 1+ k+ ja) 

este es el mismo resuJtado oblerudo por Wyss y 
Schnelder (lOJ. 

Si tt= p/2. p= 2.3.4.... la Ec. (22) queda 
expresada en teruunos de la función hipergeo
méUica generalizada de la siguiente manera: 

m-l k 

2.(t) = ~e{~J(2n:)< ~ 1 )/2p-\.I.¡ 
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p 

p~~ V l+~';' i~ 11lOO
TI f( ~u) 
p:c{) 

(23) 

donde 

au -_ (1+ k+v l'. p . 

Si hacetDl)s n = 1 obtenemos para la ecua 

ción: 

m-I r 
Z(t) =I ~ t!< + r:a) Jo dt (t - t)I1-1 ( - t..z'(t» 

bO 

(24) 

y = - AZ'(t) . !.. E/1t" 

la solución: 

.. 
_ "" Co (_!..).1+1 t (1+-1) ( u-l ) 

kJ r(l+ U+l) (a - 1» 
.FO 

a>l 

(25) 

Para a - l= p/2 : p= 2.3.4.... la Ec. (25) nos 
queda: 

m-I k 

~t) =~G{*J(21Cl p- 1 )/2p -v.. 

(26) 

donde 

<lll = 1+k+v : PI! = 1 + k+ lYz+ v :"(11 = 1+ IY2 +v : 
p p p 

O" 1+ v 

p 


Una Ecuación Integrodlferenclal 
Generalizada 

Además del caso dado por Wyss y Schnei 
der ¡lOJ de la ecuación (1) podemos considerar 
otra generalización de la siguiente maneta: 

...-1 t 

Z (hl(t) = L Ck ~ + _ 1_ Jd1: (t - 1:)U-J y(t) 


Ic:o 10 na) o 


(27) 

m -1 <<l~m.mEIN 

Ahora. consideTemos el caso 

y = ~( z) = - A,Z (n) (t). n < m. h < m. 

n<a. h<a. 11. h = O. 1. 2 •. 

(28) 

sustituyendo en (21) resulta: 

m-l t 

Z(h}(t) = L Ck t!< -~Jdt (t - t)I1- 1 t- n)(t) 
bO 10 na) o 

(29) 

Aplicando la transformada de Laplace 
[2.3.9J 

Rev. Téc. Univ. Zulla. Vol. 16. No. 2. 1993 



182 
Arriela y Kalla 

(30) 

Aplicando la relación Mellin-Laplace. (Ec. 

(8)) resulla: 

"" 1 rd - s ¡m-l Ck po.-k-l 

Z( S) = r (1 s) P P 1 a+h ~ n 
- O /c::Q P +II.p 

(31) 

Cambiando el orden de la inlegral y la suma 
en base a la convergencia absolula y faclorizan
do: 

m-J ._ 
'" Ck - ,,- s-n-1r~a
2< s ) =~r (1 .,.. s) o «+ h-" dp 


1+ A 


1>- 1 

+ ~r ~~ S) ( r -;':-::jdp 
1 + A 

n- l 
C - >- s-1r '\ 


" I I\.p d 
+ tr(l-S) O{l +p«+;-"] p 

(32) 

Haciendo cambio de variable. resulta: 
.~ -j«-h) 

tn- 1 lHlt-n ca+h-n 
x -~(s ) =(a + h - Or J L CkA r-- dx 

lc=O r (1 - s) 	 o (1+ x 

h-l ~ 1"" 
CrA<>+h-nr ~ + (a + h - 0)-1 L _X__ dx 
r(l- s) O(l + X)

r=O 

n-J ~ .::l!ti.. 1
C 1..,-", r ,.."-" 

+ a + h- o -} I X 
( ) .~r(l-S) o (l+ x) dx 

(33) 

Expresando este resultado en terminos 

de la función Gamma 141: 

m- l jlr+04.¡ 

~ ( S ) =<a + h - nr1 LCk A a+IH! 

lc=O 

1- (k+s+h} r k+s+h 
a+h-n a+h-n 

f(l- s) 

h- I :1!':1 
+ (a +h - nfl I erA. o,~n-+-----':___--J--\:~--1 

;.::() 

n-l -j•• Q 

+ (a +h - nfl Lel ')", 0'''-''---+__ 

~ 

k+s+h s+r
donde h ~ 1. 2. 3 . .... - h- ~ 1. 2. 3... ,

a+ - o a+ o 

s+i 
y - h- ~ O. 1. 2 ... .respectivamente. 

a+ n 
(34) 

U ando la expresión de la transformada de 
Mellin de la función H de Fox e invirtiendo [6.12) 

m-1 ~ 
lZ ( t) =(a + h - or L. Ck A ... ~n 


lc=O 


H11 [A ...:..... fa~~n.Cl+~nj 1
t 
12 k+h ._1_ (0.1) 

a+h-o o.+h-o 
h-1 

- 1 " ' " ''''-n + (o. + h - n) L Cr 1\. 

r=O 

H 11 [1.. ~ t fa+~O'a+~o~ JI
12 	 _ r__I_ (O 1) 

a+h-o' o.+h-n . 

n-1 I 

+ (a + h - or1 L C, A. -"'-', 
0=0 

I a+,;-n .a+~-oi í 1 { 

t1 h- ' - h- (0.1)Cl+ o0.+ -o 
(35) 
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m-I k+h
Usando La propiedad (14) con cr= ~(k+h). Z(t)=~c~l (21t)( P -l)l2 p Yl 

cr= -r y cr= -i respectivamente. tenemos: 
m-l 

Z(t) = (a + h - nf1 I Ck t k+ h 


k::O 


O 

H 11 lA. ,,~ L t 'a+~n1 11	 p12 0._ - (- k - h. 1)
a+h- n )~~P)Pf2 IFP[1: ~' A2 (~11h-l 

+ (a + h - nr1 '2. Cr t r 	 nqpu) 
r=O v=O 

h-I r0 _ 1_ 
'a+h-n +~1!) (Zn)(P-I)/2 /" 

1 
o.a+h- n (-r. 1) 

I Pp (L Y,'i~)1rt- l 

+ (a + h - nr l I. e¡ I ( tri ~ (N
i=O 	 LeO 

P[1._1_1 1_ 1 	 A( tiH 1 1 A",h"" 1 o.+h-nJ 
p- ) ~p/2 lFp ( 1; bu: A2C)p


12 
[ 

1. - 1- (-i. 1) 

a ll- n TInbv) 	 l1 

(36) 	 v=O 

n-I 1+ ~ 

+ ~Ae{~) (21t)( p - 1 )/ 2 p- I~ 
Introduciendo la representación en serie de 

la función H de Fox. obtenemos finalmente: 

m-I "" ek(_AYLl k+h+j(o.+ ~ n)1 IF.( 1: 0, 'i~ílp-J 
2Xt) = ~~ r(l + k+ h+.i(o.+ h- n» 	 r I_!! r (O"U) 

/t-I "" . J . ( L) Ie (-Ay t r+ J 0.+, ..... n r 

+ I. I. r(l+ r+ j(0.+ h- n » 	
p 

r=Oj=Q _ A( tip) (>/2 F (1- .A2 ( t ) 
p-J I P • tpu . p 

rt- J el (-AY+ J f 1+ ( jt-l) (0.+ ~ n) I00 	

nntpu ) l1- L L I lÚ i+ (jt 1)(0.+ h- n» 	 u=()
t=O j=O 

(38)(37) 

donde 

l +k+/"H-V I3v = 1+k+h+9'2+v 

a > h. a > n. A E IR+ 

o.v =Si 0.+ h - n = f 	p = 2 . 3. 4 . ... aplicando p 	 p 

el procedimi n lo utilizado en la Ec. (1 7). la Ec. 1 r+v () v = l +r+pl2+v : O"v = l+i+ 92+V"tv = -- : 
p p 	 p(37) nos queda expresada en lénninos de la 

función hipergeowétrica generalizada de la si  l+i+p+v
{j)v = 

guiente man ra: 	 P 
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Casos Particulares 
- Si h = O Y n = O en (37) se tiene el 

resultado (22). igual al obtenido por Wyss y 
Schneider [101 . 

- Si h = O Y n = 1 obtenemos el resultado 

(25). 

- Si h = 1 Y n = O obtenemos para la 
ecuación: 

m-l t 

Z '(t) =	L Ck re +_1_ f dt (t_t)a-l y(t) 
k:ü ro na) Q 

(39) 

Y = -AZ ( i ). A E rR+ 

el siguiente resultado : 

m-] ~ Ck(_Ayrk+J+] (U- l) 1 

Z(t) = L. L. f(2+ k+ }(a+ 1» + 
k=O~ 

- Co (-Ay tJ (a.- 1) 


~ f{1+ j (0.+ 1» 


(40) 

- Tomando n = O obtenemos para la ecua
ción 

m-I t 

Z ( h)( t) = I. Ck te + _ 1_ J d't (L_'t)Cl- 1 y(1:) 
k=O 10 f(a) o 

m - 1 < a 5 m. ro EIN . h '-< m . h = O. l. 2 .... 

(41) 

y = -A2{t) . A. E IR+ 

el siguiente resultado: 

m-l ~ ,1 .1 k+ hf.J (a+ h) I 
t = "" "" Ck (- Al (' + 

Z() ;:¿~ r(l+ k+ h +j(a+ h» 

1....1 .1 h I00 Ck (- Ay l' f'tJ (a+ ) 

~~ r(l+ r+ J(o.+ h» (42) 

- Para h = O obtenemos el resultado (I6) . 

De esta manera. lomando valores particu 
lares de h y n se eden conseguir varios casos 
especiales. 
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