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Resumen 
En el presente trabajo se evalúan cierto tipo de Integrales definidas. usando resultados conocidos 

sobre Integrales Elipticas. Tales Integrales aparecen frecuentemente cuando se efectúan los cálculos del 
ángulo sóUdo de sistemas ópticos y su solución no aparece en labias matemáticas. 
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Evaluation of Integrals with Trigonometric 

Functions 


Abstract 

TIlis paper evaluales some delinlte tntegrals Involving mational trigonometric functlons. Some 
lrnown results on complete elliptic integrals are used lo obtatn the destred results . Results of this type 
are encountered in calculation of soUd angles in the opUcal systems. 

Key Words: T1igonometric FuncUons, Defirúte lntegrals. EllipUc lntegraJs. 

SI R (x.y) es una función racional de x e y.l. Introducción 
donde y es un polinomio cúbico o de grado cuatro 

Frecuentemente en el análisis óptico se en x. entonces la tnlegraJ 
encuentran cierto tipo de inlegraJes definidas 
con integrando Irracional que no aparece su !R (X, yl dx (1) 

solución en tablas matemáticas conocidas. se denomina una Integral elíptica [LI . 
James Evans (3) evaJúa estas tntegraJes La función 

utilizando el Teorema del Residuo (análISis 
compleJo), el cual resulta ser un trabajo muy F (x,k) =J" dx ,k2 <1 

o '¡ (J. -x 2 ) ( 1 - k 2 x 2 ) (2)extenso. 
se denomIna IntegraJ Elíptica de Primera ClaseEn este trabajo se resuelven estas 
[1.2.7]. equivaJentemente se puede expresarintegrales mediante el uso de resultados 

conocidos sobre Integrales Elipticas [1.2,5,6,7]. 
Cabe destacar que todas las tntegrales de este 
tipo se pueden expresar mediante lntegrales 

donde x =seneelíptlcas completas, completas complementarlas 
o combtnación de ellas o mediante integrales La cantidad 

elípticas generalizadas. 
K=F( l , k) = F ( 1t ! 2 ,k) 

De1lnlción de Integral. EliptIca: (3) 

es Uamada la Integral Eliptica Completa de 
Primera Clase. y la cantidad 
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(4) 

es llamada la Integral Completa Complementarla 
de Primera Clase. 

La fimción 

2 2
l - k x dx , ka(l 

(5){l -x 2 

se denomina Integral Elíptica de Segunda Clase. 

su equivalente 

Las funciones 

(6)E = E( l , k) =: E(lt / 2 . k ) 
E' = E(l,k ') = E(1t/2,k /) (7) 

- k2donde k,2 == 1 son llamadas respectivamente 
la Integral EUptica Completa y la Integral Elíptica 
Completa Complementarta de Segunda Clase. 

Además. tenemos que (4) 

K = F(Tt/2.k) 

= ~,Fl (1/ 2 ,1/?;l;kZ ) (8) 

E =: E(1t/2,k) 

= ~fI ( 1/ 2 , -1 /2; l ;k2 ) (9) 

Integral Elíptica Generallzada de KaIla. 
Conde y HubbeU. Se define por [5]: 

R,,(k , a,y) 

1 '" fn C OS Z. - (6/ 2) sen ZV-Z: - l (0 / 2) de 
o 	 ~t_ 


( 1 - k 2 c osO) 7. 


O~k<1 , Re(y»Re(a»O , Re(Il» - 1 / 2 
Las integrales elipticas completas de 

primera y segunda cJase surgen como casos 
parUculares de esta fórmula . 

2. Integrales 

Las l."Uatro integrales a evaluar son ; 

f l" dOD = 	 ,a>O7. 	 (l3)
o la + cos 7. 	 6 

d O 

,;a + cos 8 
, a> l 

,aH (lO) 

,a>O (11) 

(12) 

donde N se refiere al numerador y D al 
denominador y el subíndice nos indica la 

potencia del coseno. 

Evaluación NI 

Tenemos que: 

f
211 

Ni ::= o la + cos 6 d 6 I a>l 

usando el resultado [81 


t" .ja + b cost dt =: 2 ..ra+D E(x/2, k) 

[ a>b>O, O~~1t ] 

k= J 2 b 
a + b (14) 

nos queda: 

NI = 4 '¡a+ l E (1t/2, k) , k== J 2 
a+l (15) 

en ténninos de la función hlpergeométrica de 
Gauss 

NI == 2Tt '¡a+l .,Fl (-1/2,1 / 2; 1 ;_2_ ) 
... a + 1 (l6) 

usando 14] 

y expresando en serie 


N = l (1/4 J n)
2Tt.¡a (l+n~_ ( -1 / 4) n 
J L:- (n! ) ~ a 7.n (18) 

donde 

(A) le = rU.. +k J == A (A+1) (A +k - l J r(A) . . . , 

k=1 , 2 , 3 .. . (A) o =1 

desarroOando resulta 

2 (4n - 2 ) 1 )
= 21t ¡a (1 - tN1 

n~ l 

(19) 

Este es el resultado dado por Evans 13) 
utiUzando el método de vanable compleja. 
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Evaluación de N2 

N2 = /;1< Ja + cos2 e de, a>O 

N2 = 2 	 J" .¡ (2a + 1) + cos ~ d el!
.f2 o (20) 

usando eco (14) nos queda 

NZ = 4.¡a+T E(lt!2, k) - , ')1), k -(3'-
Ja + .l 

en térmlnos de la funcIón Wpergeométrtca Q.~ 

Gauss (1.2.4) 

-= 21\.¡a+T ZFl (-1/2,1/2; 1; _ 1_ )
a +1 

Nz 

(22) 

usando eco (17) y expresando en serie. resulta 

( - 1/4) n (1 / 4 ) n )
N. - 21\ .ja +1/2 + ~ ----c.,..--:---,:!--.".--:.:,-:: 

2 ( !=r. (n!) ~ 27.n (a+1/2):>.n 

(23) 

desarrollando 

Nz = 21\ .¡a + 1/2 . 

2 (4n - 2) I )( t 
1 - o s) - (-2-5- n-(-2-n--==-!..::) ! - ( n::" ) ':- -a +-l/-;-26-)- - 1 :":'::"" - ' '-- 7. - ( - ~}:-;:>.:-::-,n 

(24) 

Igual al resultado obtenido por Evans • 

J

Evaluación de Dl 


2" d 6 
D = 	 a> l 
1. o .ja + cas e 


usando el resuJtado [B) 


J" d t 2 F (x/ 2,k) , k=V:~ 
o .ja 	 + beDs t ..¡a+15 

(a>b>O . ~~ xl (25) 

nos queda 

1 
4 ' F(1t/2,k)D = 	 , k=J 2

.¡¡;:+'i 	 a + 1 

(26) 

en términos de la functón hJpergeomébica de 
Gauss 

21\ / / 2DI = 	- - - FI (1 2, 1 2; 1; - -)
¡a+T 2. a + 1 (27) 

usando la eco (17) y expresando ep serie. resulta 

desarrollando 

Di '" 21t (1 + r_ _ ) - - -]_2-'..(_4n_-_-l-'--' 
.¡a n-' (64)n (2n-l)! (n!)? al.n 

(29) 

Evaluación de Ih 

D 2 d 6 a>OJ 'J'1' 

2 -= " .¡a + cos2 e 

D = 2.f2 J" d el! 


:>. o .¡ (2a + 1) + cas 4> 
(30) 

usando la eco (25) resulta 

= _4_ F (Tt/2,k) - D2 	 k --(1;i (31).jB+1 	 a +l 

en términos de la función hipergeomébica de 

Gauss 


Dz = 27t , F1 (1 /2,1/2;1¡_1-) (32)
.ja+1 	 a+l 

usando la eco (l7) Y expresando en serie 

D - 27t (1 ~ ( 1/4) n (3 / 4 ) a ) 

2 - ";a+1/2 +~ (nI ) " 2¿n (8+ 1 /2)2 n 

(33) 

desarrollando 
21\ 

";a +l !2 

(a+1 / 2) ~n ) 
(34) 

Resumiendo 

1 - t __2 (,--_ 2,--- ----,,--)_ _ 4 n_-_) ' a>1(	 a l n n Rl (2n - l ) I (64) n (nI) '-
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