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RESill!EN 

La teoría de Stu rm-Liouville permite def in ir 
trans formadas i ntegr ales adecuada s para resol ver 
determi nados problemas de valores de contorno. 

En e l present e tr abajo se ob t iene la solución 
de un problema de va l ores de contorno , ut ili zando 
una t r ans f ormada de t i po Sturm-Liouville definida 
por l os autores [ Jñanabha , 9-10 (1980), p.149-154 j. 
Una vez ob tenida la sol ución , se hace l a ve rif i ca 
ción de l as condi cione s de contorno. El resul t ad o 
obtenido por Kalla y Villal obos [Rev .Tec.Ing . Univ . 
Zulia . , 5 (ii ) (1 982) , p.40-44 ] sale corno caso par 
t icular del resultado general de este t rabajo . 

ABSTRACT 

Integral transIorms can be defined by mea ns of 
the Sturm- Liouville theory. to s ol ve boundar y value 
problems. This paper deals with the solution oi a 
boundary va1ue pr oblem of hea t conduc t ion by rneans 
01 an integral transform oE Sturm- Liouvil le type 
defined earlier by Lhe author :;; [Jmmabha ,9 - 10 
(1980 ) , p. 149- 154]. The resu l t ob t ained earlier by 
Kal l a and Vil l a lobos (Rev. Tec. l ng. Uni v . Zul ia. , 
5 (ii) (1982 ) , p. 40-4 4 1 f ollows as a part i cular 
case of the general resu lts of this papero Bou ndary 
condit i ons aTe verified. 

l. LA TRANSFORMADA I NTEGRAL 

Si una fu nc i ón f(x) y su primer a de riv ada 

son secciona lrnente contínuas en un in tervalo [a,bJ, 

se define la transformada [lJ 


b 
f 
a 

donde 

-
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SOBRE UNA NUEVA TRANSFORMADA INTEGRAL 111 

C (A. x ) lY (A.a) + B ( ~. b) l J (A.x) 
V 1 V 1 V 1 V 1 

[J (A.a ) + A (Á.b )] y (A.x) ( 2 ) 
v 1. v lo V 1. 

siendo 

y 

B o. . x ) 
V 1. 

y Ai ( i = 1,2, son l as raíces po s i t i vas de 

de l a ecuación 

O (3) 

1..a fórmula de inversión paTa la tTansformada 
(1), viene dad por 

f (A.) 
_ _V_l._ _ e (A .x)f (x) L (4 ) 

2i =l I Ic ( A.x ) i 1 v 1. 
v 1. 

donde la suma es tornada sobre t odas las r a í ces po
sitiva s de la eco (3) . 

Algunas propiedades de l a transformada son 

i) T[af(x) +dg(x) ,a,b,v; l i J aTlf (x) ,a, b , v ;A J + 

+ dT Lg (x) ,a,b, v; \] (5) 
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ii) T [ f (ax),a,b,v;~il = ~ T [f(x), aa,ba ,v; -iJ 
a a 

(6) 

d2f 1 df v 2 
iii) Si g(x) = dx2 + ~ dx - ;Z f (x) en tonces 

g (A. ) 
v ~ 

(7) 

La transformada de XV viene dad a por 

b v+l v+1V , v 1
T [x ,a,b ,vj\J (-b + -h) C (A. b)+ I-- C' (A. a)

>, .2 v ~ i v ~ 
1. 

(8 ) 

de donde, haciendo v~o, se obtiene que 

T [l,a, b,Oj A
i 1= ~ [* CO(A ib) + sA i CO(A3)] (9)

i 
~ 

La transformada definida en (1) fue ut ilizada 
[2) para hallar la distribución de t emperatura s en 
un cilindro hueco de radio interior a y rad i o 
exterior b, con temperatura conocida en su su
erficie interior y convección en su superficie ex 

terior . 

En el caso de un cilindro infinito, el modelo 
matemático es 

au ~Z.U lau (a<r<b , t::>O )a-t = (ar7 + r"h) 

UCa,t) = ftt) t ::>O 

(1O ) 

(U h au) g( t) t ::>O+ "h r"b 

U(r ,O) t(r) a<r<b 

El problema (10) fue resuel to aplicando la 
transformada definida en (1) con v=O, respecto 
a la variable r, esto es , 

b 

UCA. ,t) f 


lo a 

obteniéndose la solución 

-
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U(r , t) ¿ (k + 
i =l 

2 
-k>'. t 

e .1 

(11) 

donde l a suma es tomada sobre todas las raíces po
sitivas de la ecuación 


Jo CAa ) BOC Ab ) - Yo (>' a ) Aa (Ab ) o 


2 . SOLUCION DEL PROBLEMA 

Consideremos el problema de valores de contor
no 

1 au 
k at 

UCa, t) f (t) t > O 

(12) 

(U + h <lU) g (t ) t > O ar r"b 

U(r,O) i(r ) a < r < b 

Aplicando la t ransformada (1), respec t o a la 
var ' able r, esto es 

b 
u O . . , t) f rU( r ,t) Cv (Air) dr v ~ a 


en (12) , se obtiene 


La solución general de es ta ecuación es 
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e (A. r)v 1 
+ 

De_la condición ini ci al U(r,O = l(r) , s e 
nene U CA · , O) = T (A.) y, en consecuencia nosv ~ - V ~ , 
queda que e = Ro,,('-) . Luego, 

"¡ (A . , t) k / ek)..~(x-t ) [E. e ( .b) g(x) + 
\1 1 o h v ~ 

e (Lr )
v 1 

+ 

-kA~taA.e l(A.a) f(X)] dx +R. (A.) e 1 (13)
~\I 1 \) ~ (15) 

Usando la fórmula de i nversión (4) , tenemos 
que 

l a cual se obtiene inte~rando por partes 
., U (JI . , t) 

¡¡ (r, t) E v 1 e (JI . r) 
i =l I le (A.r)1 2 v 1 De (2) Y (3) , s e dedu ce que

\) 1 

Teniendo en cuenta (4) y (8) , vemos que
2

-kA.t
aA.e'(.l..a) f(x)]tlx+I (A.) e 1 

1 v 1 \} 1 

(14) )
r 

'
= 

3. VERIFICACION DE LA SOLUCION 

A ont inuación, veremos que la solución (14) 
satisface las condiciones i niciales y de bor~e del de donde 
probl ema (1 2) 

C)A i r ) 
i) Para t=O (1 4) se reduce a E ~ C'(A .a) 

i=l i V:1. Ile ( A. r ) ¡ ¡ 2 
\} 1. 

l (r)U(r, O) 

(1 7)lie (A .r) ¡i 2 
v 1. 

i i) Para ana l i zar la condición cuando r~a ,escri 
bamos l a solución (1 4) en la forma Introduciendo (1 7) en (15 ) , nos queda que 

be\} C\b) 2 
<.O -kA.t 

U (r, t) ¡: --"'--- [g(t)- g(O) e J_ U(r , r ) 1: 

i=l h 1.. 2 i=l 


1 
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e (A .r)
\1 1 

U (r, t) 

o (16) 

v+l 
a 

. '. -,;-:
1 



'.1-1 
t kA 2 

] e (A. r) .. e' (A.r) hllr 
f g' (x)e i (x-t)dx v 1 r ahe' (A .a) _V-=--_1.~_ __ -- _+ o l'le ()..r) 1/2 '.1 1 iI C(A.r) l i2. a V 

v 1 \1 1 

'.1+1... '" \/'tI e' (A.r) 
+ [(E.) v_ ~ b v 1'" - - ' (- + - ) e o..b) 1: ~ (~+ 1) C (A.b) v 1 (20) 

a i =l aV). . 2 b h v 1 i =l a\\. b h v l ile (A .r) ii2 
1. 1 v 1 

Sumando (17) Y (20) Y agrupando termino s , nos 
queda que 

OD 

V 
b e (A . b) [e (A. r )+hA .e' (A .r) ] 

1 v 1. 1 1 

Ile (;l,.r)i i 2 
v 1. 

\/'tI 
al a C' (La) [e (A .r)+hA.C'(A. r )] v '1 v 1 1 \1 1
1: (21) 

i~l b
v-! 

(b+vh) Ai 

(18) 

I ntroduciendo (21 ) en (19), no queda qu e 

Usando (16) • es faci1 ver en (18 ) que 

U(a,t) = f(t) aV+I C ' ( A.a)
11 1. 

v- l
b (b+Vh)A . 

iii) Para la función U(r,t) dada por (15) , se 
1 

tiene que 

[e (A.r)+hA.e'(A.r»)J '" b ev( A1..b ) 
v 1 1 V 1. g(t) _ E 

IIC(A .r)ll2. i =! hAJ v 1 1 

[e (A.r) + hA.C '(A.r»)v 1 1 V 1 + 
2Ile ( A. r ) i1

\1 1 

le (L r ) + hA.e' (Lr) ] oc aC '(>..a ) 
_v,---=-_ _ -=1_ =--_ + ¿ \1 1.1. V~_1

'" aC' CA .s) -kA: t ft [f ( t) 
E v 1 Lf(t)-f (O) e 1. - O f '(x)' ¡le ( A. r )!i2 i=l Ai 


i~l Ai 
\1 1 


2 t
kA i t [e (A .r)+hA.e'(A. r )1 feO) e- - f f' (x ) 

v 1. 1 V 1. o+ 

[e ( A.r )+ hA. C ' ( A. r )] 2 
----=\1:...-.;1::..-__1=---"-----=1_ _ + 1: e -kAi t t CA. ) 

v 1 
i~l 

(19) 

lC (A. r)+ hA. C'(A .r) ]
\! 1. 1 1. (22 ) 

Al der i var y mu~tiplicar por h ambos miembros ¡i C ( A. r )i I 2 

de (1 7) , t enernos que v 1. 
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Puede demostrarse que 
(U +~) UI t > Odr 	 r=b 

C~(\c' 
(23 )

C)\b) hA. 
~ 

U(r,O) O 

Usando (?3) , se deduce de (22) que 

(U + 3U) e g(t) la 	solución (14) se reduce adr r=b 

00 

u(r , t) i:r A/ [ ~ U I C)\b)+aU o\C~ (\a)J .4. 	CASOS PARTICULARES 

Tomando veO en (12) • el problema se red 
ce al es t udi ado en [21 ' cuya soluc ión corresponde 
a l a expresi ón (1 4) con veO . ¡I c 

\1 
( i. 

~ 
.r )1 12 

si en (12) las condic i ones ini ciales y de 
borde son 

Este t r abajo fu e fi nanc i ado parcialmente porU(a, t ) = U t > Oo 	 el CONDES, Univers idad del Zulia. 
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