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Presentación
El Comité Editorial de Divulgaciones Matemáticas se complace en presentar el Vol. 17,

No. 1, 2016, volumen de reactivación de la revista. En el presente número están contenidos
los artículos procesados durante el período 2008-2015 que fueron evaluados y aceptados para su
publicación.

Ante el silencio administrativo y la no emisión de respuestas por parte de la revista a los
autores que sometieron artículos en el período antes mencionado, la gran mayoría de éstos re-
tiraron sus trabajos de Divulgaciones Matemáticas. Sin embargo, quedaron algunos casos
donde se habían emitido cartas de aceptación para ciertos manuscritos. Ante esta situación,
dada la reorganización y reestructuración de la revista, y buscando enmendar en lo posible los
inconvenientes causados, el Comité Editorial decidió consultar a los autores de los mencionados
trabajos, si habían publicado sus artículos y si aún deseaban publicarlos con nosotros. Estos son
los trabajos que se presentan en este número.

El trabajo editorial relacionado con este número es el resultado del esfuerzo de algunos miem-
bros del Departamento de Matemática de la Facultad Experimental de Ciencias y al apoyo técnico
de la mencionada facultad. Los Editores queremos expresar nuestro agradecimiento a todos aque-
llos que hicieron posible este número. A los autores de los trabajos que se presentan, que dieron
su voto de con�anza a la nueva directiva de la revista. A la labor desinteresada de los árbi-
tros que evaluaron los artículos: su trabajo permitió satisfacer los estándares de calidad de la
revista y mejorar sensiblemente la forma de los trabajos. Al equipo editorial de Divulgaciones
Matemáticas, y en especial al Prof. José Heber Nieto por su aporte para la sección de Prob-
lemas y soluciones. A todos, mil gracias.

Por último, el nuevo Comité Editorial de Divulgaciones Matemáticas quiere pedirle dis-
culpas a toda la comunidad matemática venezolana por los posibles inconvenientes causados y
los invitamos a darnos un voto de con�anza sometiendo sus trabajos en la revista para evaluación
y posible publicación.

Dr. Alirio Peña 1 Dr. Tobías Rosas Soto.2

Dr. Vinicio Ríos3

1Editor en Jefe de Divulgaciones Matemáticas
2Editor del presente número y Editor Adjunto de Divulgaciones Matemáticas
3Editor Asociado y Miembro del Comité Editorial de Divulgaciones Matemáticas



Presentation
The Editorial Board ofDivulgaciones Matemáticas is pleased to present theVol. 17, No.

1, 2016 reactivation volume of the journal. Articles contained in this issue are those processed
during the period 2008-2015 and were evaluated and accepted for publication.

Given the administrative silence and no response from the journal to the authors who submit-
ted their articles in the mentioned period, the vast majority of them withdrew their works from
Divulgaciones Matemáticas. However, there were some cases where letters of acceptance had
been previously emitted for certain manuscripts. In that situation, given the reorganization and
restructuration of the journal, and looking forward to amending the inconvenience caused as far
as possible, the Editorial Board asked those authors with letters of acceptance if they still wished
to have their works published with us, as long as the same were not published elsewhere. The
articles of those authors who gave positive answers are the works presented in this number.

The editorial work ful�lled in this issue is an outcome of the e�ort of some Faculty members
from the Mathematics Department of the Experimental Faculty of Sciences at The University of
Zulia. Editors want to express their gratitude to all of those who made this issue possible. To
the authors of the presented works, who gave their vote of con�dence to the new policy of the
journal. To the sel�ess work of the referees who evaluated the articles: their work guaranteed the
quality standards of the journal and signi�cantly improved the way of working. To the editorial
team of Divulgaciones Matemáticas, and especially to Professor José Heber Nieto, for his
contribution to the Problems and Solutions section. To all of you, thanks a lot.

Finally, the new Editorial Board of Divulgaciones Matemáticas want to apologize to all
Venezuelan mathematical community for the caused inconvenience and invite you to give us a
vote of con�dence by submitting their work to our journal for evaluation and possible publication.

Dr. Alirio Peña 4 Dr. Tobías Rosas Soto.5

Dr. Vinicio Ríos6

4Chief Editor of Divulgaciones Matemáticas
5Editor of the present issue and Adjunct Editor of Divulgaciones Matemáticas
6Associate Editor and Member of the Editorial Board of Divulgaciones Matemáticas
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Aproximación de operadores no lineales por

polinomiales de Volterra-Stieltjes

Approximation of nonlinear operators by Volterra-Stieltjes polynomials

Nelson Viloria (nelson@ula.ve)
Departamento de Matemáticas.

Facultad de Ciencias. Universidad de Los Andes.
Mérida - Venezuela.

Resumen

Establecemos una aproximación (tipo Weierstrass) para operadores de�nidos sobre el es-
pacio de funciones regladas, G[a, b], vía la representación integral (tipo Riesz) de operadores
no lineales.

Palabras y frases clave: operadores no lineales, operadores polinomiales, aproxima-
ción,Weierstrass, funciones regladas, integral de Dushnik.

Abstract

We establish a Weierstrass approximation for operators de�ned in the space of regulated
functions, G[a, b], via Riesz integral representation of nonlinear operators.

Key words and phrases: nonlinear operators, polynomials operators, approximation,
Weierstrass, regulated functions, Dushnik integral.

1 Introducción

La aproximación de operadores (funcionales) no lineales por operadores (funcionales) polinomia-
les, es decir, los Teoremas de Weierstrass en espacios de Banach, fue obtenida por Istratescu [5].
Posteriormente, Baesler-Dauvaget [2] tratarón el problema análogo donde los espacios de Banach
son espacios de funciones (C[a, b] y Lp[a, b]) y los operadores polinomiales son sumas parciales de
series de Volterra.

En este trabajo, mostraremos dos resultados: primero, que todo funcional continuo, de�nido
sobre un subconjunto compacto de funciones regladas por la izquierda, es aproximable por fun-
cionales polinomiales de Volterra-Stieltjes. Y luego, que todo operador continuo, de�nido sobre
un subconjunto compacto de funciones regladas por la izquierda, es aproximable por operadores
polinomiales de Volterra-Stieltjes. En ambos casos, procedemos vía la representación integral (ti-
po Riesz) de operadores y funcionales no lineales. Con ese propósito fue necesario generalizar, al
caso multilineal, las reprentaciones integrales realizadas por Hönig [4], caso lineal, y Prandini [6],
caso bilineal.

Recibido 1/2011. Revisado 2/2011. Aceptado 4/2011.
MSC (2010): Primary 47H60; Secondary 41A65.
Autor de corresondencia: Nelson Viloria



2 Nelson Viloria

2 Funciones Regladas

Consideremos [a, b] ⊂ R un intervalo cerrado y X,W espacios de Banach.

De�nición. x : [a, b]→ X es una función reglada si x solo tiene discontinuidades de primera
especie, esto es, si

i) Para todo t ∈ [a, b) existe x(t+) = ĺım
ε↓0

x(t+ ε),

ii) Para todo t ∈ (a, b] existe x(t−) = ĺım
ε↓0

x(t− ε).

Por G([a, b], X) designamos el espacio de Banach de las funciones regladas de [a, b] en X, consi-
derado con la norma del supremo.

Es directo de la de�nición que toda función continua es reglada. Otros espacios de funciones
de uso frecuente (de variación acotada, monótonas, Lipschitz, absolutamente continuas, Darboux,
con primitiva, etc.) están estrechamente relacionadas con el espacio de las funciones regladas.

De�nición. x : [a, b]→ X es una función reglada por la izquierda si

i) x(a) = 0,

ii) x(t−) = x(t), para todo t ∈ (a, b].

El espacio de las funciones regladas por la izquierda, G−([a, b], X), es un sub-espacio cerrado de
G([a, b], X).

De�nición. x : [a, b]→ L(W,X) es una función simplemente reglada si, para todo w ∈ W ,
la función

x · w : [a, b] −→ X

t 7−→ x(t)w, es reglada.

En Arbex [1] se muestra que el espacio de las funciones regladas, G([a, b], L(W,X)), está
contenido en el de las simplemente regladas, Gσ([a, b], L(W,X)), y son iguales si, y solo si, W es
de dimensión �nita.

3 Funciones de semivariación acotada

Consideremos [a1, b1], [a2, b2], . . . , [am, bm] ⊂ R y X1, X2, . . . , Xm, Y, Z espacios de Banach.

De�nición. Una partición de un m-bloque,
m∏
r=1

[ar, br] ⊂ Rm, es un conjunto �nito del tipo

P =

m∏
r=1

Pr, con Pr una partición de [ar, br], donde los puntos de esta veri�can que ar = to(r) <

. . . < tn(r) = br. Hacemos n(P ) =

m∏
r=1

n(r) y |P | =
m∏
r=1

|Pr|, con |Pr| la norma de la partición Pr.

Denotamos por P
( m∏
r=1

[ar, br]

)
al conjunto de todas las particiones del m-bloque.

Divulgaciones Matemáticas Vol. 17 No. 1 (2016), pp. 1�13



Aproximación de operadores no lineales por polinomiales 3

De�nición. Sean z :

m∏
r=1

[ar, br] −→ Z y P =

m∏
r=1

Pr, con P ∈ P
( m∏
r=1

[ar, br]

)
y ar = to(r) <

. . . < tn(r) = br. Fijando r, consideramos un entero positivo i(r) con 1 ≤ i(r) ≤ n(r) y de�nimos:
Para m = 1,

∆iz = z(ti)− z(ti−1) ∈ Z.

Para m ≥ 2,

∆i(r)z :

r−1∏
j=1

[aj , bj ]×
m∏

j=r+1

[aj , bj ] −→ Z

por

(∆i(r)z)(s1, . . . , sr−1, sr+1, . . . , sm) =
z(s1, . . . , sr−1, ti(r), sr+1, . . . , sm)− z(s1, . . . , sr−1, ti(r)−1, sr+1, . . . , sm)

Considerando q, 1 ≤ q ≤ m, podemos calcular

∆i(1)(∆i(2)(. . .∆i(q)z) . . . )(sq+1, . . . , sm)

al que denotamos por

∆i(1)∆i(2) . . .∆i(q)z.

De�nición. Un operador Λ :

m∏
r=1

Xr −→ Y es m-lineal o multilineal si es lineal en cada

variable. Escribimos Λ ∈ L(X1, . . . , Xm;Y ) si Λ es m-lineal y continuo (i.e., existe M ≥ 0 tal
que ||Λ(x1, . . . , xm)|| ≤M ||x1|| · · · ||xm||).

De�nición. Sea K :

m∏
r=1

[ar, br] −→ Z. La variación Vitali de K en
m∏
r=1

[ar, br] está dada por

V [K] = supP VP [K],

donde

V
P

[K] =

n(P )∑
i(1),...,i(m)

∣∣|∆i(1) . . .∆i(m)K
∣∣ |, P ∈ P

( m∏
r=1

[ar, br]

)
.

Si V [K] <∞, diremos que K es de variación acotada en
m∏
r=1

[ar, br] y escribimos

K ∈ BV
( m∏
r=1

[ar, br], Z

)
.

De�nición. Sea K :

m∏
r=1

[ar, br] −→ L(X,Y ). La semivariación de Vitali de K en
m∏
r=1

[ar, br]

está dada por

Divulgaciones Matemáticas Vol. 17 No. 1 (2016), pp. 1�13



4 Nelson Viloria

SV [K] = sup
P
SV

P
[K],

donde

SV
P

[K] = sup
||xi(1)...i(m)||≤1


∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

n(P )∑
i(1),...,i(m)

∆i(1) . . .∆i(m)K(xi(1)...i(m))

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ : xi(1)...i(m) ∈ X

 .

Si SV [K] <∞, diremos que K es de semivariación de Vitali acotada y escribimos

K ∈ SV
( m∏
r=1

[ar, br], L(X,Y )

)
.

Teorema 1. BV

( m∏
r=1

[ar, br], L(X,Y )

)
⊂ SV

( m∏
r=1

[ar, br], L(X,Y )

)
. Además, si

K ∈ BV
( m∏
r=1

[ar, br], L(X,Y )

)
, entonces SV [K] ≤ V [K].

Demostración. Dados K ∈ BV

( m∏
r=1

[ar, br], L(X,Y )

)
, P ∈ P

( m∏
r=1

[ar, br]

)
y xi(1)...i(m) ∈ X,

1 ≤ i(r) ≤ n(Pr), r = 1, . . . ,m, tales que ||xi(1)...i(m)|| ≤ 1, entonces∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

n(P )∑
i(1),...,i(m)

∆i(1) . . .∆i(m)K(xi(1)...i(m))

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ≤

n(P )∑
i(1),...,i(m)

||∆i(1) . . .∆i(m)K||

≤ V [K].

Luego, SV [K] ≤ V [K].

De�nición. Sea K :

m∏
r=1

[ar, br] −→ L(X1, . . . , Xm;Y ). La semivariación de Fréchet de K en

m∏
r=1

[ar, br] está dada por

SF [K] = sup
P
SF

P
[K],

donde

SF
P

[K] = sup
||xi(r)||≤1


∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

n(P )∑
i(1),...,i(m)

∆i(1) . . .∆i(m)K(xi(1), . . . , xi(m))

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ : xi(r) ∈ Xr

 .

Si SF [K] <∞, diremos que K es de semivariación de Fréchet acotada y escribimos

K ∈ SF
( m∏
r=1

[ar, br], L(X1, . . . , Xm;Y )

)
.

Divulgaciones Matemáticas Vol. 17 No. 1 (2016), pp. 1�13



Aproximación de operadores no lineales por polinomiales 5

De forma análoga al teorema anterior se prueba el siguiente resultado.

Teorema 2. BV

( m∏
r=1

[ar, br], L(X1, . . . , Xm;Y )

)
⊂ SF

( m∏
r=1

[ar, br], L(X1, . . . , Xm;Y )

)
. Ade-

más, si K ∈ BV
( m∏
r=1

[ar, br], L(X1, . . . , Xm;Y )

)
, entonces SF [K] ≤ V [K].

4 Integral de Dushnik

De�nición. Sean e, (e
P

)P∈P puntos de un espacio topológico E. Escribimos e = ĺım
P∈P

e
P
cuando,

para toda vecindad V de e, existe P
V
∈ P tal que

P ≥ P
V
⇒ e

P
∈ V.

De�nición. Sean K :

m∏
r=1

[ar, br] → L(X1, . . . , Xm;Y ) y xr : [ar, br] → Xr; r = 1, . . . ,m. Si

existe

ĺım
P∈P

n(P )∑
i(1),...,i(m)

∆i(1) . . .∆i(m)K(x1(ξi(1)), . . . , xm(ξi(m))

con ξi(r) ∈ (ti(r)−1ti(r)) y P = P
( m∏
r=1

[ar, br]

)
, este límite es llamado la integral de Dushnik

de x = (x1, . . . , xm) con respecto a K y la denotamos por∫ b1

a1

· · ·
∫ bm

am

ds1...smK(s1, . . . , sm)(x1(s1), . . . , xm(sm)).

En Hönig [3] se muestra que, para funciones continuas, la integral de Dushnik y la integral de
Riemann-Stieltjes coinciden.

De�nición. x ∈ Ω
0
([a, b], X) si, y solo si, para todo ε > 0 el conjunto {t ∈ [a, b] ‖|x(t)|| ≥ ε} es

�nito.

En Hönig [3] se muestra que el espacio de las funciones regladas se puede descomponer como
suma directa de las regladas por la izquierda y Ω

0
.

Teorema 3. Si K ∈ SF
( m∏
r=1

[ar, br], L(X1, . . . , Xm;Y )

)
y xr ∈ G([ar, br], Xr), r = 1, . . . ,m,

entonces

i) Existe Λ
K
x =

∫ b1

a1

· · ·
∫ bm

am

ds1...smK(s1, . . . , sm)(x1(s1), . . . , xm(sm)),

ii) Λ
K

es m-lineal,

iii) ||Λ
K
x|| ≤ SF [K]||x1|| · · · ||xm||,

iv) Si xr ∈ Ω0([ar, br], Xr), para algún r = 1, . . . ,m, tenemos que Λ
K
x = 0.

Divulgaciones Matemáticas Vol. 17 No. 1 (2016), pp. 1�13



6 Nelson Viloria

Demostración. Si xr = 0, para algún r, o K = 0, el resultado es inmediato. Por tanto, conside-
remos xr 6= 0, r = 1, . . . ,m, y K 6= 0.

i) Veamos que el criterio de Cauchy se veri�ca.

Sea ε > 0, entonces para todo r, r = 1, . . . ,m, por caracterización de las funciones regladas,
existe Pr(ε) ∈ P[ar, br] tal que

ω
Pr (ε)

(xr) <
ε||xr||

2SF [K]||x1|| · · · ||xm||
·

Si P ≥ P (ε) =

m∏
r=1

Pr(ε), podemos obtener P de P (ε) intercalando un número �nito de

puntos en las particiones Pr(ε). Inductivamente, todo se reduce al caso en el cual P se
obtiene insertando un punto en alguna partición Pk(ε) para algún k, k = 1, . . . ,m. Sea Ok
el punto considerado, en algún intervalo de Pk(ε). Así,

σ
P
− σ

P (ε)
=

n(P )∑
i(1),...,i(m)

∆i(1) . . .∆i(m)K

(
x1(ξi(1)), . . . , xk−1(ξi(k−1)),

xk(ξi(k))− xk(ξOk), xk+1(ξi(k+1)), . . . , xm(ξi(m))

)

+

n(P )∑
i(1),...,i(m)

∆i(1) . . .∆i(m)K

(
x1(ξi(1)), . . . , xk−1(ξi(k−1)),

xk(ξOk)− xk(ξi(k)−1), xk+1(ξi(k+1)), . . . , xm(ξi(m))

)

De donde,

σ
P
− σ

P (ε)
=

n(P )∑
i(1),...,i(m)

∆i(1) . . .∆i(m)K

(
x1(ξi(1))

||x1||
. . . ,

2SF [K] ||x1|| · · · ||xm||
ε||xk||

(xk(ξi(k))− xk(ξOk)), . . . ,
xm(ξi(m))

||xm||

)
ε

2SF [K]

+

n(P )∑
i(1),...,i(m)

∆i(1) . . .∆i(m)K

(
x1(ξi(1))

||x1||
, . . . ,

2SF [K] ||x1|| · · · ||xm||
ε||xk||

(xk(ξOk)− xk(ξi(k)−1)), . . . ,
xm(ξi(m))

||xm||

)
ε

2SF [K]
·

Luego,

||σ
P
− σ

P (ε)
|| ≤ SF [K]

ε

2SF [K]
+ SF [K]

ε

2SF [K]
=
ε

2
+
ε

2
= ε.

Divulgaciones Matemáticas Vol. 17 No. 1 (2016), pp. 1�13



Aproximación de operadores no lineales por polinomiales 7

y, por tanto,

P, P̄ ≥ P (ε) =⇒ ||σ
P
− σ

P̄
|| ≤ ε.

ii) Es directo de la de�nición de la integral.

iii) Para cualquier P ∈ P
( m∏
r=1

[ar, br]

)
, tenemos

||σ
P
|| =

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

n(P )∑
i(1),...,i(m)

∆i(1) . . .∆i(m)K

(
x1(ξi(1))

||x1||
, . . . ,

xm(ξi(m))

||xm||

)∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ · ||x1|| · · · ||xm||

De donde,

||σ
P
|| ≤ SF [K]||x1|| · · · ||xm||.

Así, pasando al límite, resulta

||Λ
K
x|| ≤ SF [K]||x1|| · · · ||xm||.

iv) Sin pérdida de generalidad, supongamos que x1 ∈ Ω0([a1, b1], X1). Entonces, por la de�ni-
ción de Ω0, para todo ε > 0 existe P1(ε) ∈ P[a1, b1] tal que{

t ∈ [a1, b1] : ||x1(t)|| ≥ ε
SF [K]||x2||···||xm||

}
⊂ P1(ε).

De donde, si P =

m∏
r=1

Pr con P1 ≥ P1(ε) y las otras particiones son arbitrarias, entonces

||σ
P
|| =

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

n(P )∑
i(1),...,i(m)

∆i(1) . . .∆i(m)K

(
SF [K]||x2|| · · · |xm||

ε
x1(ξi(1)),

x2(ξi(2))

||x2|| , . . . ,
xm(ξi(m))

||xm||

) ∣∣∣∣∣∣∣∣ ε

SF [K]
< ε.

Por lo tanto, Λ
K
x = 0.

Tal como en el caso bilineal ([6, Theorem 4.3]) se tiene que

Teorema 4. Sean K ∈ SF

( m∏
r=1

[ar, br], L(X1, . . . , Xm;Y )

)
y xr ∈ G([ar, br], Xr), para todo

r, r = 1, . . . ,m. Entonces,

Λ
K
x =

∫ bm

am

dsm · · ·
∫ b1

a1

ds1K(s1, . . . , sm)x1(s1) · · ·xm(sm).

Divulgaciones Matemáticas Vol. 17 No. 1 (2016), pp. 1�13



8 Nelson Viloria

5 Representación Integral tipo Riesz

Demostraremos ahora dos teoremas de representación integral tipo Riesz, para operadores y
funcionales multilineales. Esos teoremas serán piezas fundamentales para expresar operadores y
funcionales polinomiales como operadores y funcionales de Volterra-Stieltjes, es decir para probar
los Teoremas 7 y 8, de la última sección.

De�nición. Sea K :

m∏
r=1

[ar, br],−→ L(X1, . . . , Xm;Z), escribimos

K ∈ SFam
( m∏
r=1

[ar, br], L(X1, . . . , Xm;Z)

)
si K(s1, . . . , si−1, ai, si+1, . . . , sm) = 0 para todo i, i = 1, . . . ,m.

Teorema 5. La aplicación K 7−→ Λ
K
, donde

Λ
K
x =

∫ bm

am

dsm · · ·
∫ b1

a1

ds1K(s1, . . . , sm)x1(s1) · · ·xm(sm)

es una isometría entre los espacios de Banach

SFam

( m∏
r=1

[ar, br], L(X1, . . . , Xm;Z)

)
y

L(G−([a1, b1], X1), . . . , G−([am, bm], Xm);Z).

Además,

K(s1, . . . , sm)(x̄1, . . . , x̄m) = Λ
K

(χ(a1,s1]x̄1, . . . , χ(am,sm]x̄m)

y

||Λ
K
|| = SF [K].

Demostración. Por el Teorema 3, la aplicación está bien de�nida, es lineal y continua; además,
||Λ|| ≤ SF [K].

Inyectividad: Si K 6= 0, existen τr ∈ (ar, br] y x̄r ∈ Xr, r = 1, . . . ,m tales que

K(τ1, . . . , τm)(x̄1, . . . , x̄m) 6= 0.

Sea xr = X(ar,τr]x̄r ∈ G−([ar, br], Xr), entonces Λ
K
6= 0, pues

Λ
K
x =

∫ bm

am

· · ·
∫ b1

a1

ds1...smK(s1, . . . , sm)(χ(a1,τ1](s1)x̄1, . . . , χ(am,τm](sm)x̄m)

= K(τ1, . . . , τm)(x̄1, . . . , x̄m).
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Sobreyectividad: Dada Λ ∈ L(G−[a1, b1], X1), . . . , G−([am, bm], Xm);Z), si existe

K ∈ SFam
( m∏
r=1

[ar, br], L(X1, . . . , Xm;Z)

)
tal que Λ = Λ

K
, entonces

K(τ1, . . . , τm)(x̄1, . . . , x̄m) = Λ(χ(a1,τ1]x̄1, . . . , χ(am,τm]x̄m),

τr ∈ (ar, br] y x̄r ∈ Xr, r = 1, . . . ,m. Tomemos esta como la de�nición de K.
Debemos probar que: a) SF [K] ≤ ||Λ|| y b) Λ

K
= Λ.

a)SF
P

[K] = sup
||x̄i(r)||≤1


∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

n(p)∑
i(1),...,i(m)

∆i(1) . . .∆i(m)K(x̄i(1), . . . , x̄i(m))

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ : x̄i(r) ∈ Xr


= sup
||x̄i(r)||≤1


∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

n(p)∑
i(1),...,i(m)

Λ(χ(ti(1)−1,ti(1)]x̄i(1), . . . , χ(ti(m)−1,ti(m)]x̄i(m))

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣


= sup
||x̄i(r)||≤1


∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣Λ
 n(p1)∑
i(1)=1

χ(ti(1)−1,ti(1)]x̄i(1), . . . ,

n(pm)∑
i(m)=1

χ(ti(m)−1,ti(m)]x̄i(m)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
 ≤ ||Λ||.

b) Tenemos que Λ,Λ
K
∈ L(G−([a1, b1], X1), . . . , G−([am, bm], Xm);Z). Para probar la igualdad

Λ
K

= Λ, basta ver que coinciden en los elementos de la forma χ(a1,τ1]x̄1, . . . , χ(am,τm]x̄m pues
estos forman un conjunto total en G−([a1, b1], X1), . . . , G−([am, bm], Xm), respectivamente. De
hecho, Λ

K
(χ(a1,τ1]x̄1, . . . , χ(am,τm]x̄m) =

=

∫ bm

am

· · ·
∫ bm

a1

ds1...smK(s1 . . . sm)(χ(a1,τ1](s1)x̄1, . . . , χ(am,τm](sm)x̄m)

= K(τ1, .., τm)(x̄1, . . . , x̄m)
= Λ(χ(a1,τ1]x̄1, . . . , χ(am,τm]x̄m).

Consideremos ahora el caso de operadores entre espacios de funciones. Necesitaremos, para
esto, la siguiente de�nición.

De�nición. Sea K : [a, b]×
m∏
r=1

[ar, br] −→ L(X1, . . . , Xm;Y ). De�nimos

Kt :

m∏
r=1

[ar, br] −→ L(X1, . . . , Xm; ) y Ksm : [a, b] −→ L(X1, . . . , Xm;Y ) por

Kt(s1, . . . , sm) = K(t, s1, . . . , sm) = Ksm(t).

Además, consideremos las siguientes propiedades:
(Gσ) : K es simplemente reglada como función de t, i.e.,

Ksm ∈ Gσ([a, b], L(X1, . . . , Xm;Y )).

(SFu) : K es uniformemente de semivariación de Fréchet acotada como función de
(s1, . . . , sm), i.e.,

SFu[K] = sup
t∈[a,b]

SF [Kt] <∞.

Divulgaciones Matemáticas Vol. 17 No. 1 (2016), pp. 1�13
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(SFuam) : K satisface (SFu) y Kt ∈ SFam
(

m∏
r=1

[ar, br], L(X1, . . . , Xm;Z)

)
para todo t ∈ [a, b].

Cuando K veri�ca ambas (Gσ) y (SFu), escribimos

K ∈ Gσ · SFu
(

[a, b]×
m∏
r=1

[ar, br], L(X1, . . . , Xm;Y )

)
.

Análogamente para K ∈ Gσ · SFuam .

Teorema 6. La aplicación K 7−→ Λ
K
, donde

Λ
K
x(t) =

∫ bm

am

dsm · · ·
∫ b1

a1

ds1K(t, s1, . . . , sm)x1(s1) · · ·xm(sm)

es una isometría entre los espacios de Banach

Gσ · SFuam
(

[a, b]×
m∏
r=1

[ar, br], L(X1, . . . , Xm;Y )

)
y

L(G−([a1, b1], X1), . . . , G−([am, bm], Xm);G([a, b], Y )).

Además,

K(t, s1, . . . , sm)(x̄1, . . . , x̄m) = Λ
K

(χ(a1,s1]x̄1, . . . , χ(am,sm]x̄m)(t)

y

||Λ
K
|| = SFu[K].

Demostración. Para t ∈ [a, b],Ksm es de semivariación de Fréchet acotada. Por otro lado, xr es
reglada, para r = 1, . . .m, entonces Λ

K
(x1, . . . , xm)(t) está bien de�nida. Como en la prueba

anterior, la linealidad y la inyectividad son consecuencias directas de la de�nición. Además, para
t ∈ [a, b],

||(Λ
K
x)(t)|| ≤ SF [Kt]||x1|| · · · ||xm||.

Luego,

||Λ
K
x|| ≤ SFu[K]||x1|| · · · ||xm||.

Por lo tanto,

||Λ
K
|| ≤ SFu[K].

Sobreyectividad: Sea Λ ∈ L(G−([a1, b1], X1), . . . , G−([am, bm], Xm);G([a, b], Y )). Por el teore-
ma anterior, existe

K̄ ∈ SFam
( m∏
r=1

[ar, br], L(X1, . . . , Xm;G([a, b], Y )

)
tal que
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Λx =

∫ bm

am

dsm · · ·
∫ b1

a1

ds1K̄(s1, . . . , sm)x1(s1) . . . xm(sm),

donde

K̄(s1, . . . , sm)(x̄1, . . . , x̄m) = Λ(χ(a1,s1]x̄1, . . . , χ(am,sm]x̄m).

De�niendo

K : [a, b]×
m∏
r=1

[ar, br] −→ L(X1, . . . , Xm;Y )

por

K(t, s1, . . . , sm)(x̄1, . . . , x̄m) = (K̄(s1, . . . , sm)(x̄1, . . . , x̄m))(t),

tenemos

Λ(χ(a1,s1]x̄1, . . . , χ(am,sm]x̄m)(t) = K(t, s1, . . . , sm)(x̄1, . . . , x̄m).

Por lo tanto,

Λx(t) =

∫ bm

am

dsm · · ·
∫ b1

a1

ds1K(t, s1, . . . , sm)x1(s1) · · ·xm(sm).

Mostremos ahora que K ∈ Gσ · SFuam
(

[a, b]×
m∏
r=1

[ar, br], L(X1, . . . , Xm;Y )

)
.

a) K(t, a1, . . . , am)(x̄1, . . . , x̄m) = (K̄(a1, . . . , am)(x̄1, . . . , x̄m))(t) = 0.

b) K es uniformemente de semivariación de Fréchet acotada en (s1, . . . , sm). De hecho, sean

P =

m∏
r=1

Pr, Pr ∈ P[ar, br] y x̄i(r) ∈ Xr con ||x̄i(r)|| ≤ 1 para todo i(r), 1 ≤ i(r) ≤ n(r),∀r =

1, . . . ,m.

Entonces,

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

n(P )∑
i(1),...,i(m)

∆i(1) . . .∆i(m)K(t)(x̄i(1), . . . , x̄i(m))

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣Λ
 n(P1)∑
i(1)=1

χ(ti(1)−1,ti(1)]x̄i(1), . . . ,

n(Pm)∑
i(1)=1

χ(ti(m)−1,ti(m)]x̄i(m)

 (t)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣Λ
 n(P1)∑
i(1)=1

χ(ti(1)−1,ti(1)]x̄i(1), . . . ,

n(Pm)∑
i(1)=1

χ(ti(m)−1,ti(m)]x̄i(m)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

≤ ||Λ||

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
n(P1)∑
i(1)=1

χ(ti(1)−1,ti(1)]x̄i(1)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ · · ·

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
n(Pm)∑
i(1)=1

χ(ti(m)−1,ti(m)]x̄i(m)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ≤ ||Λ||.

Luego,
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SF [Kt] ≤ ||Λ|| ∀t ∈ [a, b].

De donde,

SFu[K] ≤ ||Λ||.

c) K es simplemente reglada como función de t; pues como Λ toma valores en G([a, b], Y ), por
la de�nición de K, tenemos que, para todo (s1, . . . , sm), la función

φ : [a, b] −→ Y

de�nida por

φ(t) = K(t, s1, . . . , sm)(x̄1, . . . , x̄m),

para todo (x̄1, . . . , x̄m), es reglada.

6 Aproximación de operadores no lineales

De�nición. Si hm ∈ Gσ · SFua ([a, b]m+1, Lm(X;R)), el funcional

ρm : G−([a, b], X) −→ R,

de�nido por

(ρmx)(t) = h
0
(t) +

m∑
n=1

∫ b

a

dsn · · ·
∫ b

a

ds1hn(t, s1, . . . , sn)x(s1) · · ·x(sn),

es llamado funcional polinomial de Volterra-Stieltjes, de grado m.

En Istr�aµescu [5] se muestra el Teorema de Weierstrass, el cual expresa que el conjunto de
todos los operadores polinomiales continuos, de�nidos sobre un subconjunto compacto de un
espacio de Banach, es denso en el conjunto de todos los operadores continuos, en ese mismo
compacto. En su prueba, utiliza tres importantes teoremas del Análisis Funcional: el Teorema de
Hahn-Banach, el Teorema de Krein-Milman y el Teorema de Riesz-Katutani.

Teorema 7. Sean A ⊂ G−([a, b], X) compacto y ρ : A→ R continuo. Entonces, para todo ε > 0,
existe un operador polinomial de Volterra-Stieltjes ρm tal que

||ρx− ρmx|| < ε,

para todo x ∈ A.

Demostración. Del teorema de Weierstrass [5, Theorem 2.1] tenemos que todo funcional conti-
nuo, de�nido sobre un subconjunto compacto de un espacio de Banach, puede ser aproximado
uniformemente por funcionales polinomiales. Por el teorema 5, estos son funcionales polinomiales
de Volterra- Stieltjes.
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De�nición. Si hm ∈ Gσ · SFua ([a, b]m+1, Lm(X;X)), el operador

Pm : G−([a, b], X) −→ G−([a, b], X),

de�nido por

(Pmx)(t) = h
0
(t) +

m∑
n=1

∫ b

a

dsn · · ·
∫ b

a

ds1hn(t, s1, . . . , sn)x(s1) · · ·x(sn),

es llamado operador polinomial de Volterra-Stieltjes, de grado m.

También en Istr�aµescu [5] se muestra el Teorema de Weierstrass para funcionales, el cual
expresa que el conjunto de todos los funcionales polinomiales continuos, de�nidos sobre un sub-
conjunto compacto de un espacio de Banach, es denso en el conjunto de todos los funcionales
continuos, en ese mismo compacto.

Teorema 8. Sean A ⊂ G−([a, b], X) compacto y P : A→ G−([a, b], X) continuo. Entonces, para
todo ε > 0, existe un operador polinomial de Volterra-Stieltjes Pm tal que

||Px− Pmx|| < ε

para todo x ∈ A.

Demostración. Del teorema de Weierstrass [5, Theorem 2.5] tenemos que todo operador conti-
nuo, de�nido sobre un subconjunto compacto de un espacio de Banach, puede ser apro-ximado
uniformemente por operadores polinomiales. Por el teorema 6, estos son operadores polinomiales
de Volterra- Stieltjes.
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Abstract

It is proved that for certain kinds of K-spaces X, the spaces (Cb(X,E), βp) has the convex
compactness property if E is a Banach space. Also, if X is a real-compact K-spaces then

(Cb(X,E), βp) is a nuclear space if and only if X is �nite and E is �nite dimensional.

Key words and phrases: P-spaces, K-spaces, Do-spaces, real-compact spaces, convex

compactness property, nuclear spaces.

Resumen

Se prueba que para ciertos tipos de K-espacios X, los espacios (Cb(X,E), βp) tienen la

propiedad de compacidad convexa si E es un espacio de Banach. También, si X es un K-

espacio real-compacto, entonces (Cb(X,E), βp) es un espacio nuclear si y solo si X es �nito

y E es �nito dimensional.

Palabras y frases clave: P-espacios, K-espacios, Do-espacios, espacios real-compactos,

propiedad de compacidad convexa, espacios nucleares.

1 Introduction

Let X be a completely regular Hausdor� space, E a Banach space. By Cb(X) we will denote
the set of all bounded real-valued continuous function on X and Cb(X,E) denotes all bounded
continuous functions from X into E. Cb(X)⊗E denotes the tensor product of Cb(X) and E [5].
Sentilles in [6] de�ned locally convex topologies β0 and β1 on Cb(X), which yield the spaces of
Mt(X) and Mσ(X) of tight and σ- additives Baire measures on X as dual spaces. Koumoullis in
[4] de�ned a new topology βp on Cb(X), and rede�ned the topology β∞ on Cb(X) which yield
the spaces Mp(X) and M∞(X) of perfect and uniform Baire measure on X as dual space. For
the vector case see [2],[3],[8].

Let us recall that a completely regular Hausdor� space X is called a K-space if it has the
weak topology determined by the family of its compact subsets, that is to say that a set A ⊆ X
is closed i� A∩K is closed for all compact subsets K of X. A locally convex space is said to have
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the convex compactness property if for every compact K its closed absolutely convex hull is also
compact. The easiest way for a locally convex space E to have the convex compactness property
is that of being complete or quasicomplete in the Mackey topology [5]. A spaces X is said to be
a D0−space if its real-compacti�cation νX and its topological completion θX coincide. If F is a

locally convex space and B 6= ∅ is a convex, circled and bounded subset of F , then F1 =

∞⋃
n=1

n B

is a subspaces of F . The gauge function PB of B in F1 is easily seen to be a norm on F1. The
normed space (F1, PB) is denoted by FB . A linear map u : E → F is said to be nuclear if it is of
the form

x→ u(x) =

∞∑
n=1

λnfn(x)yn

where

∞∑
n=1

| λn |<∞, {fn} is an equicontinuous sequence in E′ and {yn} is a sequence contained

in a convex, circled and bounded subset B of F for which FB is complete. A locally convex space
E is said to be nuclear if every continuous linear map of E into any Banach space is nuclear.

2 Nuclearity and the Convex Compactness Property

Theorem 1. Let X be a K-space and a D0-space, E a Banach space and H ⊆ Cb(X,E). Then,

the following conditions are equivalent:

(a) H is uniformly bounded, equicontinuous, and H(x) is relatively compact in E for every

x ∈ X.

(b) H is βp-relatively compact.

(c) H is βp-precompact.

Proof. We see (a) ⇒ (b). Suppose that H is a uniformly bounded, equicontinuous subset of
Cb(X,E) such that H(x) is relatively compact subset of E for every x ∈ X. Then, the pointwise
closure H of H is also equicontinuous and by Ascoli's Theorem it is precompact in the compact-
open topology on Cb(X,E). Now, since H is uniformly bounded, we have that on H, β0 is the
compact-open topology and so, H is also β0-precompact. Also, since X is a K-space, it is know
that (Cb(X,E), β0) is complete ([1]). Then in this case, H will also be β0-compact and since
β∞ is the �nest locally convex topology agreeing with the pointwise topology on the uniformly
bounded subsets of Cb(X,E), we have that H will also be β∞-compact. But, we have that X is
a D0-space, then βp ≤ β∞ implies that H is βp-compact so H is relatively βp−compact.

(b)⇒ (c) is trivial. Finally, we see (c)⇒ (a). Suppose then that H is βp-precompact. Since
β0 ≤ βp it follows thatH is also β0-precompact thenH is β0-bounded which also implies thatH is
uniformly bounded. Now, since β0 is the �nest locally convex topology agreeing with the compact-
open topology on uniformly bounded subset of Cb(X,E), it follows that H is precompact respect
to the compact open topology, then by Ascoli's theorem H when restricted to each compact
subset of X is equicontinuous. But X is a K-space then it follows that H is equicontinuous.
Now, let x ∈ X and we prove that H(x) is relatively compact. Since H is pre-compact in the
pointwise topology, every net {fα} in H has a Cauchy subnet {fβ}. Therefore, {fβ(x)} is Cauchy
in E for every x ∈ X. Then the result follows.
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Theorem 2. Let X be a K-space and a D0-space and E a Banach space. Then, (Cb(X,E), βp)
has the convex compactness property.

Proof. Let A be a βp-compact subset of Cb(X,E). Then, the absolutely convex hull of A will be
βp-precompact and by Theorem 1, the closed absolutely convex hull of A will be βp-compact.

Theorem 3. Let X be a realcompact K-space, the (Cb(X), βp) is a nuclear space if and only if

X is �nite.

Proof. Clearly if X is �nite, then (Cb(X), βp) is topologically isomorphic to IRn, being n the
cardinality of X. Now, since IRn is nuclear, the conclusion follows. Now let us suppose that
(Cp(X), βp) is nuclear, then every bounded subset is βp-precompact ([5]), thus the closed unit
ball B = {f ∈ Cb(X) : ‖f‖ ≤ 1} is βp−precompact. Now, since every realcompact space is
topologically complete, by Theorem 1, B is β0-compact and since β0 ≤ βp we have that B is
βo-compact which implies that X is discrete ([7]). Then, X is a realcompact metric space. But
then Mp(X) = Mt(X) and since X is a P-space, we have that both β0 and βp are Mackey's
topologies ([1], [3]), and so, β0 = βp and (Cb(X), β0) is a nuclear space, which implies that X is
�nite ([1]).

Theorem 4. Let X be realcompact K-space and E a Banach normed space. Then, (Cb(X,E), βp)
is a nuclear space if and only if X is �nite and E is �nite dimensional.

Proof. If X is �nite and E is �nite dimensional then, as in the proof of Theorem 3, (Cb(X,E), βp)
is topologically isomorphic to En for some n. Then, (Cb(X,E), βp) is a nuclear space. Conversely,
suppose that (Cb(X,E), βp) is nuclear. For a �xed e ∈ E, we have that (Cb(X), βp) is topologically
isomorphic to the subspace Cb(X)⊗ e of (Cb(X,E), βp). Since every subspace of a nuclear space
is again nuclear, we get that (Cb(X), βp) is nuclear, and by Theorem 3, X is �nite. Also, we
know that E is embedded as a subspace of (Cb(X,E), βp) and so, E is a normed nuclear space,
then E is �nite dimensional.

Theorem 5. If X is a K-space and E is Banach space then (Cb(X,E), βp) is sequentially com-

plete.

Proof. Let {fn} be a Cauchy sequence in (Cb(X,E), βp). Since X is a K-space, (Cb(X,E), β0) is
complete ([1]) and since β0 ≤ βp we have that {fn} is β0−convergent to function f ∈ Cb(X,E).
We claim that {fn} also converges to f in (Cb(X,E), βp). In fact, since βp has a base W of
βp−closed absolutely convex sets which are weakly closed and since | µ | (‖fn − f‖) → 0 by the
Dominated Converge Theorem, if U ∈ W then there exist N0 ≥ 1 integer such that for every
n ≥ N0,

| µ(fn)− µ(f) |≤| µ | (‖fn − f‖) µ ∈Mp(X)

then fn − f ∈ U and the theorem holds.
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Resumen

El problema de la estabilización de sistemas no lineales subactuados ha atraído la aten-
ción de la comunidad de control en años recientes. Con el método denominado IDA-PBC
(Interconexión y Asignación de Amortiguamiento Control basado en Pasividad), desde el
punto de vista teórico, se ha logrado describir el comportamiento dinámico de una amplia
clase de dichos sistemas, obteniéndose su representación en la denominada forma Hamilto-
niana controlada por puertos, mediante la cual se facilita el diseño de un controlador por
realimentación que permite estabilizarlos en torno a un punto de equilibrio deseado. El ob-
jetivo general de este estudio es analizar la estabilidad de sistemas mecánicos subactuados
de grado 1 mediante el método IDA-PBC. Dentro de este enfoque, para lograr el objetivo
de control, se interpreta el mecanismo de estabilización en términos del intercambio de la
energía del sistema, para lo cual se siguen dos etapas básicas: (1) la etapa del moldeado de la
energía, la cual consiste en modi�car la función de energía total del sistema para asignar el
estado de equilibrio deseado; y (2) la etapa de inyección de amortiguamiento para alcanzar
la estabilidad asintótica. El éxito de la aplicación de este método reside en la posibilidad
de resolver el conjunto de ecuaciones en derivadas parciales, cuyas soluciones proveen las
funciones de energía asignables al sistema en lazo cerrado. El sistema TORA (�translational
oscillator with rotational actuator�) es un prototipo de sistema mecánico subactuado que ha
merecido gran atención por la comunidad de control no lineal, y en este trabajo, partien-
do de la representación Hamiltoniana controlada por puertos basada en la energía total del
sistema considerada como energía cinética mas energía potencial, se obtiene un controlador
que logra estabilizar en forma global y asintótica el punto de equilibrio alcanzando un exce-
lente desempeño. Las simulaciones numéricas mostradas al �nal del trabajo con�rman esta
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apreciación.

Palabras y frases clave: Control no lineal, Sistemas mecánicos subactuados, Método IDA-
PBC, sistema Tora.

Abstract

The problem of the stabilization of not linear systems underactuation has attracted the
attention of the community of control in the recent years. The so called IDA-PBC method
(Interconnection and Damping Assignment Passivity Based Control), from the theoretical
point of view, it has been achieved to describe the dynamic behavior of a wide class of
the above mentioned systems, obtained a port controlled Hamiltonian form, the controller
stabilizes globally and asymptotically the equilibrium point. The general objective of this
study is to analyze the stabilization of mechanical systems underactuation degree one using
IDA-PBC method. In this method, in order to achieve the control objective, the stabilization
mechanism follows two basic stages: (1) energy holding stage, which consists on shaping the
total energy function of the system in order to assign the desired equilibrium state, and (2)
damping introduction stage, necessary to achieve asymptotic stability. The success of the
application of this method resides in the possibility of solving the set of equations in partial
derivatives, which solutions provide the assignable functions of energy to the system in closed
loop. The TORA system (�translational oscillator with rotational actuator�) is a prototype
of a underactuated mechanical system widely studied by the non linear control community.
In this paper, a controller is designed taking into account the port controlled Hamiltonian
approach based on the total energy of the system, considered as the sum of kinetic and po-
tencial energies, the controller stabilizes globally and asymptotically the equilibrium point,
showing an excellent preformance. The numerical simulations con�rm this appreciation.

Key words and phrases: Non linear control, underactuated mechanical systems, IDA-
PBC method, Tora system.

1 Introducción

El método IDA-PBC persigue una dinámica en bucle cerrado con función de Hamilton Hd(q, p)
y una matriz antisimétrica también llamada de interconexión generalizada de la forma Jd(q, p) =
−Jd(q, p)T que permite aumentar los grados de libertad en el diseño. Las ecuaciones de estado
en lazo abierto y cerrado se deben ajustar exactamente. Esto quiere decir que la ley de control u
debe calcularse de modo que[

q̇
ṗ

]
=

[
0 In
−In 0

] [
∇qH
∇pH

]
+Gu =

[
Jd −Rd

] [ ∇qHd

∇pHd

]
(1)

donde Rd(q) ≥ 0 es la matriz de disipación en bucle cerrado. Las principales di�cultades de este
método aparecen en el caso de sistemas subactuados, donde el conjunto de funciones de Hamilton
Hd alcanzables en bucle cerrado es limitado, y depende de la resolubilidad de un sistema de
ecuaciones diferenciales parciales. En efecto, en el caso subactuado existe una matriz de rango
m < n siendo n el número de grados de libertad, que representa las direcciones en las que la ley
de control no tiene efecto, cumpliéndose que G⊥G = 0, es decir, si G es una matriz constante,
las �las de G⊥ forman el núcleo de G. Si se premultiplica (1) por G⊥ se obtiene:

G⊥
[

0 In
−In 0

] [
∇qH
∇pH

]
= G⊥

[
Jd −Rd

] [ ∇qHd

∇pHd

]
(2)
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Esta ecuación ha de cumplirse para cualquier valor de la ley de control y, por lo tanto,
representa una restricción en el conjunto de sistemas hamiltonianos alcanzables en bucle cerrado
de�nidos por las matrices (Hd, Jd, Rd). Una correcta elección de los parámetros (Hd, Jd, Rd)
debe ser compatible con estas ecuaciones de ajuste y al mismo tiempo representar una dinámica
en lazo cerrado con las propiedades deseadas en términos de estabilidad. Proporcionar métodos
de cálculo de las (Hd, Jd, Rd) adecuadas y de leyes de control para el ajuste lazo abierto-lazo
cerrado es la esencia del método IDA-PBC.

En este trabajo se considera el problema de la estabilización asintótica del sistema TORA
utilizando una ley de control sintetizada mediante la aplicación de la metodología IDA-PBC, con
la cual se obtiene regulación y estabilización por realimentación de la salida del sistema estudiado.

En la sección 2 se describe el modelo matemático del Sistema Tora, y en la sección 3 se
presenta el análisis y diseño del controlador que logra estabilizar el sistema, utilizando el Método
IDA-PBC aplicado a sistemas mecánicos subactuados desarrollado en [1]. En la sección 4 se
presenta la descripción y construcción de los programas de simulación numérica para el sistema
estudiado. En la sección 5 se presentan algunas simulaciones numéricas que veri�can la e�ciencia
del controlador diseñado, y por último, en la sección 6 se presentan las conclusiones del trabajo.

2 Método Matemático del Sistema TORA

El denominado sistema TORA (translational oscillator with rotational actuator) fue introducido
por primera vez en [2]. La Figura 1 ilustra el sistema TORA consistente de una plataforma
oscilante traslacionalmente de masa m1, la cual es controlada vía una masa rotacional excéntrica
de masa m2. El problema es de interés como un caso de estudio en el diseño de controles no
lineales, debido a que el modelo exhibe una interacción no lineal entre sus movimientos traslacional
y rotacional.

Figura 1: El Sistema TORA

La matriz de inercia del sistema posee la forma

M =

[
m1 +m2 m2r cos(q2)
m2r cos(q2) m2r

2 + I

]
(3)
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donde q2 es el ángulo de rotación de la masa m2, r es su radio de excentricidad, e I es el momento
de inercia. Si denotamos por q1 la posición generalizada del sistema, por q = [q1 q2]

T
, por g la

constante de gravedad, y por V (q1, q2) la energía potencial de la masa m2, el Lagrangiano del
sistema viene expresado como:

L (q, q̇) =
1

2
[ q̇1 q̇2 ]M(q2)

[
q̇1
q̇2

]
− V (q1, q2) (4)

con energía potencial dada por

V (q1, q2) =
1

2
Kq21 +m2gr cos(q2). (5)

siendo K la constante de rigidez del resorte.
Si denotamos por τ la fuerza actuadora sobre el punto de giro de m2, las ecuaciones de

Euler-Lagrange para el sistema TORA adoptan la forma: (m1 +m2)q̈1 +m2r cos(q2)q̈2 −m2r sen(q2)q̇2
2 +Kq1 = 0

m2r cos(q2)q̈1 + (m2r
2 + I)q̈2 +m2gr sen(q2) = τ

(6)

resultando así un sistema con 2 grados de libertad, con grado de subactuación 1, y con q2 como
coordenada actuada. De tal manera que se satisfacen las hipótesis H1, H2 y H3, con G = [0 1]T .

Denotando c1 = m1 + m2, c2 = m2r, c3 = m2r
2 + I y de�niendo el momento de inercia

generalizado mediante p =Mq̇, la matriz de inercia M se escribe como:

M(q2) =

[
c1 c2 cos(q2)

c2 cos(q2) c3

]
(7)

donde, a �n de obtenerM(q2) inversible, debe asumirse la siguiente relación entre los parámetros:

c1c3 − c22 > 0 (8)

3 Estabilización del Sistema TORA

3.1 Realización Hamiltoniana.

El sistema Hamiltoniano Generalizado es:

ẋ = J∇H +G(x)∗u (9)

donde la matriz J es antisimétrica, siendo la más sencilla:

J =

[
0 In
−In 0

]
(10)

Si se asume que el sistema no posee amortiguamiento natural, las ecuaciones del movimiento
pueden escribirse como: [

q̇
ṗ

]
=

[
0 In
−In 0

] [
∇qH
∇pH

]
+

[
0
G

]
u (11)
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donde In es la matriz identidad n × n, ∇qH, ∇pH son los vectores columna gradiente de
HH respecto de q y respecto de p, y u ∈ Rn es la función de control. La matriz G ∈ Rn×m es
determinada por la manera como el control u ∈ Rm ingresa en el sistema, y es invertible en el caso
que el sistema sea completamente actuado, o sea, n = m. En esta investigación se considera el
caso más difícil en que el sistema es subactuado, es decir, menos controles que grados de libertad,
y asumimos que rango(G) = m.

Para el sistema TORA n = 2 y m = 1 → m < n → Sistema subactuado de grado 1.
La energía total del sistema viene dada por: H = Energía Cinética + Energía Potencial

H =
1

2
pTM−1p+ V (q) (12)

donde q ∈ Rn, p ∈ Rn representan la posición generalizada y el momento generalizado,
M(q) =MT (q) > 0 es la matriz de inercia del sistema, y V (q) es la energía potencial.

Para el sistema TORA la matriz M es la matriz de inercia y viene dada por la ecuación (7)
como sigue:

M =

[
c1 c2 cos(q2)

c2 cos(q2) c3

]
y la energía potencial viene dada por la ecuación (5) como sigue:

V (q) =
1

2
Kq21 +m2gL(1− cos(q2)).

Se busca con el método IDA-PBC hacer coincidir el comportamiento del sistema en lazo
abierto con la dinámica objetivo.

La dinámica objetivo según éste método viene dada por:

ẋ = (Jd −Rd)∇Hd (13)

donde Jd es la matriz de interconeccción y Rd la matriz de amortiguamiento, cuyas estructutras
son las siguientes:

Jd =

[
0 M−1Md

−MdM
−1 J2(q, p)

]
, Rd =

[
0 0
0 GKvG

T

]
siendo Md la matriz de inercia deseada cuya estructura es:

Md =

[
a1 a2
a2 a3

]

3.2 Moldeado de la energía.

En la teoría de control, basado en pasividad (PBC), la entrada de control usualmente se descom-
pone en dos términos (véase [3]).

u = ues(q, p) + udi(q, p) (14)

donde el primer término es designado para alcanzar el moldeado de la energía, mientras que a
través del segundo término se introduce amortiguamiento al sistema. Por otro lado, como es bien
sabido, el aporte de amortiguamiento en sistemas pasivos se logra vía realimentación negativa de
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la nueva salida pasiva, la cual en este caso viene dada por GT∇pHd. Esta es la razón por la cual
se elige para el término udi de la ecuación (14) la expresión:

udi = KvG
T∇pHd (15)

donde se toma Kv = KT
v > 0. Esto justi�ca el bloque (2, 2) en la de�nición de Rd.

Al igualar el sistema en lazo abierto y la dinámica objetivo, resulta lo siguiente:[
q̇
ṗ

]
=

[
0 In
−In 0

] [
∇qH
∇pH

]
+

[
0
G

]
u =

=

{[
0 M−1Md

−MdM
−1 J2(q, p)

]
−
[

0 0
0 GKvG

T

]}[
∇qHd

∇pHd

]
(16)

donde Hd es la energía total deseada que mantiene la misma forma de la energía total original
del sistema y esta expresada por:

Hd =
1

2
PTM−1d P + V (q) (17)

Para obtener el término de moldeado de la energía en el controlador, se reemplazan (14) y
(15) en (16) y se obtiene:[

q̇
ṗ

]
=

[
0 In
−In 0

] [
∇qH
∇pH

]
+

[
0
G

]
ues =

[
0 M−1Md

−MdM
−1 J2(q, p)

] [
∇qHd

∇pHd

]
(18)

donde el término Rd de (16) se ha cancelado con el término de (15).
La primera �la de la ecuación (18) produce una identidad para q̇ como sigue a continuación:

q̇ = VpH =M−1Md∇pHd

q̇ =M−1p =M−1MdM
−1
d p =M−1p

Con lo que se consigue que la primera ecuación es una igualdad.
De tal manera que q̇ equivale a:

q̇ =

[
q̇1
q̇2

]
=M−1p (19)

donde p =

[
p1
p2

]
y M es la matriz de inercia dada por la ecuación (7), entonces se procede a

calcular M−1 como sigue:

M−1 =
1

δ1
=

[
c3 −c2 cos(q2)

−c2 cos(q2) c1

]
(20)

donde δ1 = c1c3 − (c2 cos(q2))
2.

Se sustituye las ecuaciones anteriores en (19) resultando lo siguiente:

q̇ =

[
q̇1
q̇2

]
=M−1p =

1

δ1

[
c3 −c2 cos(q2)

−c2 cos(q2) c1

] [
q̇1
q̇2

]
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donde la primera ecuación correspondiente a q̇1 es la siguiente:

q̇1 =
1

δ1
[c3p1 − c2p2 cos(q2)] (21)

y la segunda ecuación correspondiente a q̇2 es la siguiente:

q̇2 =
1

δ1
[−c2p1 cos(q2) + c1p2] (22)

Ahora se resuelve la segunda �la de la ecuación (18) correspondiente a ṗ como sigue a conti-
nuación:

Gues = ∇qH −MdM
−1∇qHd + J2M

−1
d p (23)

Si el sistema fuese subactuado, o sea si G fuese invertible, para determinar ues bastaría
premultiplicar porG−1. En el caso de estudio el sistema es subactuado, luegoG ya no es invertible,
sino a lo sumo de rango por columnas máximo, y por lo tanto el control ues únicamente ejerce
in�uencia sobre los términos en el espacio imagen del operador G. Esta observación conduce
al siguiente conjunto de ecuaciones de restricción, las cuales deben satisfacerse para cualquier
escogencia de ues.

G⊥
{
∇qH −MdM

−1∇qHd + J2M
−1
d p

}
= 0 (24)

donde G⊥ es un anulador izquierdo de rango máximo de G (o sea, GG⊥ = 0).
La ecuación (24) es un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales (EDP) no lineales con

incógnitas Md y Vd, y con J2 siendo un parámetro libre, mientras que p es una coordenada
independiente. Si puede obtenerse una solución para esta ecuación, la ley de control resultante
ues vendría dada por:

ues =
(
GTG

) (
∇qH −MdM

−1∇qHd + J2M
−1p
)

(25)

Las ecuaciones en derivadas parciales (24) pueden de manera natural ser separadas en términos
que dependen de p y términos que son independientes de p, o sea, aquéllos que corresponden a
la energía cinética, y aquéllos que corresponden a la energía potencial, respectivamente. En tal
sentido, la ecuación (24) es equivalente al par de ecuaciones:

G⊥
{
∇q
(
pTM−1p

)
−MdM

−1∇q
(
pTM−1p

)
+ 2J2M

−1
d p

}
= 0 (26)

G⊥
{
∇qV −MdM

−1∇qV
}
= 0 (27)

La primera ecuación es una ecuación en derivadas parciales no lineal que debe ser resuelta
para los elementos desconocidos de la matriz de inercia en lazo cerradoMd. Conocida estaMd, la
ecuación (27) es una ecuación en derivadas parciales lineal, y por lo tanto más fácil de resolver,
de manera que la mayor di�cultad está en resolver (26). Una simpli�cación, que disminuye con-
siderablemente las di�cultades, es asumir la existencia de una matriz de inercia Md de términos
constantes, lo cual permite concentrarse únicamente en hallar la energía potencial deseada Vd.

Afortunadamente, esta simpli�cación puede llevarse a cabo en el caso de algunos sistemas
subactuados, en los cuales la matriz de inercia es función solamente de la coordenada actuada.

En esta investigación, se sigue la orientación de [1] y [4], donde para obtener una reducción
de las EDP (26) y (27), se plantean las siguientes hipótesis:

Hipótesis H1: El sistema posee grado de subactuación 1, es decir, m = n− 1.
Hipótesis H2: La matriz de inercia depende solamente de la coordenada actuada.
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Hipótesis H3: El sistema posee dos grados de libertad, y, sin pérdida de generalidad, la matriz

G viene dada por G = [0 1]
T
.

La hipótesis H3 es crucial en el presente desarrollo. Las hipótesis H1 y H2 garantizan que
el término GT∇q

(
pTM−1p p

)
en la EDP (26) es nulo. En tal caso (26) puede ser resuelta para

una matriz constante Md, para lo cual, sobre la base de su libertad de escogencia, basta tomar
J2 = 0. Esto permite concentrarse en el moldeado de la energía potencial solamente, de manera
que la EDP a resolver se reduce a:

G⊥
{
MdM

−1∇Vd
}
= 0 (28)

De esta forma la segunda �la de la ecuación (18) queda:

ṗ = −∇qH +Gues = −MdM
−1∇qHd (29)

y al sustituir quedaría:

ṗ =

[
ṗ1
ṗ2

]
= −

[
∇q1H
∇q2H

]
+

[
0
1

]
ues =

= −
[
a1 a2
a2 a3

]
1

δ1

[
c3 −c2 cos(q2)

−c2 cos(q2) c1

] [
∇q1Hd

∇q2Hd

]
.

Además como la matriz Md es constante, entonces ∇q1Hd = ∇q1Vd y ∇q2Hd = ∇q2Vd

ṗ =

[
ṗ1
ṗ2

]
= −

[
∇q1H
∇q2H

]
+

[
0
1

]
ues =

= − 1

δ1

[
a1c3 − a2c2 cos(q2) −a1c2 cos(q2) + a2c1
a2c3 − a3c2 cos(q2) −a2c2 cos(q2) + a3c1

] [
∇q1Vd
∇q2Vd

]
. (30)

La primera �la de ṗ es ṗ1:
ṗ1 = −∇q1H =

= − 1

δ1
[(a1c3 − a2c2 cos(q2))∇q1Vd + (−a1c2 cos(q2)− a2c1)∇q2Vd] (31)

Vq1H = Kq1 se sustituye en (31) y se tiene la EDP que permite la búsqueda de la Vd.

Kq1 = − 1

δ1
[(a1c3 − a2c2 cos(q2))∇q1Vd + (−a1c2 cos(q2)− a2c1)∇q2Vd] (32)

Claramente el sistema TORA satisface las hipótesis H1, H2 y H3 comentadas anteriormente,
por lo tanto, la atención puede concentrarse en la resolución de la EDP de la ecuación (32). Para
ello se de�ne la matriz Md mediante:

Md =

[
a1 a2
a2 a3

]
, con a1 > 0 y a1a3 − a22 > 0 (33)

La ecuación (32) puede reescribirse como:[
a1c3 − a2c2 cos(q2)
a2c1 − a1c2 cos(q2)

]
∇q1Vd +∇q2Vd =

[
δ1

a2c1 − a1c2 cos(q2)

]
Kq1 (34)
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La ecuación anterior puede intentar resolverse usando el comando pdsolve del programa Maple
pero se obtiene una solución extremadamente complicada, válida para cualquier conjunto de
valores de los parámetros a1, a2 y a3. Para resolver esta di�cultad, se recurre a un subconjunto
de valores posibles para estos parámetros que reducen la complejidad de la ecuación.

Se denota:
γ1
γ2

=
a1c3 − a2c2 cos(q2)
a2c1 − a1c2 cos(q2)

=
b3 + b4 cos(q2)

b1 + b2 cos(q2)
(35)

donde b1 = a2c1, b2 = −a1c2, b3 = a1c3 y b4 = −a2c2. Una simple división en el término de la
derecha de (35) da lugar a:

γ1
γ2

=
b4
b2

+

(
b3b2 − b1b4

b2

)
1

b1 + b2 cos(q2)
(36)

de manera que se obtiene:
γ1
γ2

=
b4
b2
⇔ b3b2 − b1b4 = 0, (37)

es decir,
γ1
γ2

=
a2
a1
⇔ a2 = ±

√
c3
c1
a1 = αa1. (38)

En lo sucesivo, para simpli�car, se toma únicamente el valor positivo de la constante α sobre
el conjunto: {

(a1, a2, a3) ∈ R3 : a1, a2, y a3 satisfacen (38) y además, a2 = αa1
}

(39)

Sustituyendo a2 = αa1 y δ1 = c1c3 − (c2 cos(q2))
2 en la ecuación (34) y tomando en cuenta

que α =
√

c3
c1
, �nalmente se consigue la EDP para hallar la Vd:

α

q1
∇q1Vd +

1

q1
∇q2Vq =

K

a1
[
√
c1c3 + c2 cos(q2)] (40)

La aplicación del método de las características a la ecuación (40) conduce a la solución de la
EDP. Se toma como condición inicial:

γ : q1(s) = s, q2(s) = 0 y Vd(s) = f(s).

Para asignar el punto de equilibrio en el origen a la función Vd puede elegirse la función f(s)
como f(s) = 1

2Rd(q1 −αq2)
2, donde se ha introducido Rd como un parámetro de diseño y con lo

cual se obtiene �nalmente para la energía potencial deseada:

Vd =
1

2
Rd(q1 − αq2)2 +

K

a1

(
−αq

2
2

2

√
c1c3 + q1q2

√
c1c3 + αc2 cos(q2)− αc2 + c2q1 sen(q2)

)
(41)

Se sabe por el Principio de Lagrange que: Puntos

de equilibrio

del sistema

 =

 Puntos

críticos de

Vd

 y

 Puntos

de equilibrio

estables

 =

 Puntos

mínimos de

Vd
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Se procede a calcular los puntos críticos de la función Vd, es decir, ∇qVd = 0

∂Vd
∂q1

= Rd(q1 − αq2) +
K
(√
c1c3q2 + c2 sen(q2)

)
a1

∂Vd
∂q2

= −Rd(q1 − αq2)α+
K
(
−α√c1c3q2 +

√
c1c3q1 − αc2 sen(q2) + c2q1 cos(q2)

)
a1

∂Vd
∂q1

=
∂Vd
∂q2

= 0 = ∇qHd = ∇qVd

Rd(q1 − αq2) +
K
(√
c1c3q2 + c2 sen(q2)

)
a1

= 0

−Rd(q1 − αq2)α+
K
(
−α√c1c3q2 +

√
c1c3q1 − αc2 sen(q2) + c2q1 cos(q2)

)
a1

= 0

Resultando ser q1 = 0 y q2 = 0, de manera que son puntos críticos de Vd y por lo tanto, puntos
de equilibrio del sistema TORA.

Se evalúa la función Vd en (0, 0), entonces Vd(0, 0) = αc2 −αc2 = 0. Para veri�car si el punto
(0, 0) es un punto mínimo se procede a calcular el Hessiano:

Hess(Vd) =


∂2Vd

∂q21

∂2Vd

∂q1∂q2

∂2Vd

∂q1∂q2
∂2Vd

∂q22


(0,0)

Hess(Vd) =

 Rd −Rdα+
K
√
c1c3+Kc2
a1

−Rdα+
K
√
c1c3+Kc2
a1

Rdα
2 +

Kα
√
c1c3+Kαc2
a1


Para que exista un mínimo en la función Vd los menores deben ser positivos:

� Determinante 1: Rd > 0.

� Determinante 2: −Rdα
(
−Rdα+K

√
c1c3−Kc2

a1

)
−
(
−Rdα+

K
√
c1c3+Kc2
a1

)2
> 0. Al resolver

resulta lo siguiente

Rd < 2
(K
√
c1c3 +Kc2)

a1α
(42)

Por lo tanto, si se cumple que Rd < 2
(K
√
c1c3+Kc2)
a1α

, entonces el Hess(Vd(0, 0)) es de�nido
positivo, así (0, 0) es un mínimo y es un punto de equilibrio estable.

Una vez encontrada la Vd correcta se procede a determinar la función de control ues que
permita estabilizar el sistema TORA.

Se retoma la ecuación (18) para despejar la ues que logre que el sistema en lazo cerrado tenga
el mismo comportamiento de la dinámica objetivo. Para ello se toma la segunda �la expresada
por la ecuación (29) como sigue:

ṗ = −∇qH +Gues = −MdM
−1∇qHd
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Gues = ∇qH −MdM
−1∇qHd, tomando en cuenta que G no es inversible al resolver se obtiene

lo siguiente:

ues = −
1

δ1
[αa1c3 − a3c2 cos(q2)∇q1Vd + (−αa1c2 cos(q2) + a3c1)∇q2Vd] +∇q2H (43)

Al sustituir los cálculos correspondientes a ∂Vd

∂q1
, ∂Vd

∂q2
y ∂H

∂q2
en la ecuación (43) resulta al

simpli�car:

ues = − (αa1c3 − a3c2 cos(q2))
δ1

[
Rd(q1 − αq2) +

K(
√
c1c2q2 + c2 sen(q2))

a1

]
−

− (−αa1c2 cos(q2)) + a3c1)

δ1

(
−Rd(q1 − αq2)α+

K

a1
(
√
c1c3(q1 − αq2)− αc2 sen(q2) + c2q1 cos(q2))

)
−

−c
2
2 sen(q2) cos(q2)

δ1

[
c3p

2
1 − 2c2p1p2 cos(q2) + c1p

2
2

]
+
c2p1p2 sen(q2)

δ1
+m2gL sen(q2). (44)

3.3 Inyección de Amortiguamiento

Una vez encontrada la ues, se procede a calcular la función de control u que garantiza la estabiliza-
ción asintótica del sistema TORA. Se sabe que u = ues(q, p)+udi(q, p) y que udi = −kvGT∇pHd

de tal manera que:
∇pHd =M−1d p

udi = −kv[0 1]M−1d p

Como la matriz de inercia deseada tiene la forma:

Md =

[
a1 αa1
αa1 a3

]
entonces M−1d =

1

δ2

[
a3 −αa1
−αa1 a1

]
donde δ2 = a1a3 − α2a21.

La inyección de amortiguamiento viene dada por:

udi = −
kv

δ2
[0 1]

[
a3 −αa1
−αa1 a1

] [
p1
p2

]
al resolver se obtiene:

udi = −
kv

δ2
[−αa1p1 + a1p2]

Finalmente la función de control que garantiza que el sistema TORA en lazo cerrado se com-
porte igual que la dinámica objetivo propuesto por método IDA-PBC y que logra la estabilidad
asintótica del sistema.

u = ues −
kv

δ2
[−αa1p1 + a1p2]

ues es la calculada y corresponde a la ecuación (44). Sustituyendo ues se consigue que la función
de control u es la siguiente:

u = −
(αa1c3 − a3c2 cos(q2))

δ1

[
Rd(q1 − αq2) +

K(
√
c1c3q2 + c2 sen(q2))

a1

]
−

−
(−αa1c2 cos(q2) + a3c1)

δ1

(
−Rd(q1 − αq2)α+

K

a1
(
√
c1c3(q1 − αq2)− αc2 sen(q2) + c2q1 cos(q2))

)
−
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−
c22 sen(q2) cos(q2)

δ21

[
c3p

2
1 − 2c2p1p2 cos(q2) + c1p

2
2

] c2p1p2 sen(q2)
δ1

+m2gL sen(q2)−
kv

δ2
[−αa1p1 + a1p2] . (45)

Una vez encontradas cada una de las funciones necesarias para la aplicación del método IDA-
PBC, es posible presentar el sistema TORA en lazo cerrado, sustituyendo ∇q2H y u:

q̇1 =
1

δ1
[c3p1 − c2p2 cos(q2)] q̇2 =

1

δ1
[−c2p1 cos(q2) + c1p2]

ṗ1 = −Kq1 ṗ2 = −∇q2H + u

Sustituyendo ∇q2H y u en el sistema de EDO anterior se tiene que:

q̇1 =
1

δ1
[c3p1 − c2p2 cos(q2)] q̇2 =

1

δ1
[−c2p1 cos(q2) + c1p2] ṗ1 = −Kq1

ṗ2 = −
(αa1c3 − a3c2 cos(q2))

δ1

[
Rd(q1 − αq2) +

K(
√
c1c3q2 + c2 sen(q2))

a1

]
−

−
(−αa1c2 cos(q2) + a3c1)

δ1

(
−Rd(q1 − αq2)α+

K

a1
(
√
c1c3(q1 − αq2)− αc2 sen(q2) + c2q1 cos(q2))

)
−

−
c22 sen(q2) cos(q2)

δ21

[
c3p

2
1 − 2c2p1p2 cos(q2) + c1p

2
2

] c2p1p2 sen(q2)
δ1

+m2gL sen(q2)−
kv

δ2
[−αa1p1 + a1p2] . (46)

Por otro lado, se determina la dinámica objetivo del sistema TORA como se muestra a
continuación. De la ecuación (1) se sabe que la dinámica objetivo tiene la forma:[

q̇
ṗ

]
= [Jd −Rd]∇Hd.

Una vez realizadas las sustituciones y cálculos se obtiene el sistema para la dinámica objetivo:

q̇1 =
1

δ1
[c3p1 − c2p2 cos(q2)] q̇2 =

1

δ1
[−c2p1 cos(q2) + c1p2]

ṗ1 = −
(−a1c3 − αa1c2 cos(q2))

δ1

[
Rd(q1 − αq2) +

K(
√
c1c3q2 + c2 sen(q2))

a1

]
−

−
(−a1c2 cos(q2) + αa1c1)

δ1

(
−Rd(q1 − αq2)α+

K

a1
(
√
c1c3(q1 − αq2)− αc2 sen(q2) + c2q1 cos(q2))

)
−

−
c22 sen(q2) cos(q2)

δ21

[
c3p

2
1 − 2c2p1p2 cos(q2) + c1p

2
2

] c2p1p2 sen(q2)
δ1

+m2gL sen(q2)−
kv

δ2
[−αa1p1 + a1p2] .

ṗ2 = −
(αa1c3 − a3c2 cos(q2))

δ1

[
Rd(q1 − αq2) +

K(
√
c1c3q2 + c2 sen(q2))

a1

]
−

−
(−αa1c2 cos(q2) + a3c1)

δ1

(
−Rd(q1 − αq2)α+

K

a1
(
√
c1c3(q1 − αq2)− αc2 sen(q2) + c2q1 cos(q2))

)
−

−
c22 sen(q2) cos(q2)

δ21

[
c3p

2
1 − 2c2p1p2 cos(q2) + c1p

2
2

] c2p1p2 sen(q2)
δ1

+m2gL sen(q2)−
kv

δ2
[−αa1p1 + a1p2] . (47)
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4 Programas de Simulación Numérica.

Para corroborar el comportamiento esperado de los sistemas controlados se diseñaron programas
utilizando la herramienta computacionalMatlab 7.1. Para simular un sistema no lineal controlado
utilizando Matlab, se requieren dos programas llamados: Programa de simulación y Programa
del sistema o modelo a simular. El programa de simulación permite de�nir los lineamientos
básicos de la simulación: tiempo de simulación (inicial y �nal), condiciones iniciales y tipo de
algoritmo de simulación (ode23, ode45,...); inclusive se puede de�nir los parámetros del sistema
controlado y hasta gra�car los resultados de la simulación. Este programa consiste en un conjunto
lógico de instrucciones de ejecución secuencial denominado script en el ambiente Matlab. El
corazón principal de este programa es el algoritmo de simulación. En esta investigación se utilizó
el algoritmo ode45, el cual es un método de resolución de ecuaciones diferenciales ordinarias
mediante fórmulas de Runge-Kutta de cuarto y quinto orden.

El modelo a simular se presenta por medio de un programa o función, o function en Matlab,
en el cual se plantean explícitamente las ecuaciones diferenciales asociadas al sistema de control.
Esencialmente, posee dos parámetros de entrada, el tiempo t de simulación y la variable de estado
x, representadas por (q1, q2, p1 y p2), debido a que éstas son las variables utilizadas directamente
por los algoritmos de simulación. Junto con las ecuaciones diferenciales que representan el modelo
del sistema, aparece la ley de control diseñada, la cual puede estar de�nida a través de variables
auxiliares locales. A diferencia del script, el modelo a simular requiere un encabezado con la
palabra function < salida >=< nomarch > (t, x), donde < salida > corresponde al vector ẋ
que re�eja la dinámica del sistema, < nomarch > es el nombre original del programa, que tiene
la extensión .m y el par (t, x) representan las variables de tiempo y de estado correspondientes
de la simulación y del sistema a simular.

El diseño de estos programas de simulación numérica, permiten proporcionar información
numérica y grá�ca, sobre la función correcta de Hd, Jd, Rd y la ley de control para el ajuste lazo
abierto-lazo cerrado, que permitan que el sistema en lazo cerrado tenga el mismo comportamiento
de la dinámica objetivo.

Para el sistema TORA, se diseñaron 6 programas descritos como: 3 programas de simulación
y 3 programas del sistema o modelo a simular. Los dos primeros denominados VDESTORA Y
SIMVDESTORA como se muestra en el anexo A, están dirigidos a veri�car si la Vd hallada en
la resolución de la EDP, cumple con ser una función de Lyapunov. Los dos siguientes programas
denominados TORALAZ y SIMTORALAZ como se muestra en el anexo B, están dirigidos a
corroborar el comportamiento de la dinámica en lazo cerrado. Asimismo, los programas denomi-
nados TORADIN y SIMTORADIN como se muestra en el anexo C, están dirigidos a corroborar
el comportamiento de la dinámica objetivo.

5 Simulaciones Numéricas.

A continuación se presenta los resultados obtenidos utilizando los programas computacionales
VDESTOR Y SIMVDESTOR, los cuales fueron diseñados para comprobar que la Vd hallada al
resolver la EDP, es la función Lyapunov que se necesita para calcular la función de control que
permita estabilizar el sistema TORA.

Al ejecutar dichos programas se obtiene los siguientes resultados para la función Vd del sistema
TORA:

(1) Gra�ca la función.
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Figura 2: Grá�ca de la función Vd

(2) Gra�ca las curvas de nivel de la función.

Figura 3: Curvas de nivel de la función Vd

(3) Determina si la función es cóncava o convexa en (0, 0).
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Ingrese x: 0
Ingrese y: 0
valores_propios=
22.7129
90.0000

Existe un mínimo y la función es convexa.

(4) Puntos críticos de la función

x=

1/18*33^(1/2)*atan(i*131^(1/2),-2*33^(1/2))-1/18*i*131^(1/2)}

1/18*33^(1/2)*atan(-i*131^(1/2),-2*33^(1/2))+1/18*i*131^(1/2)

0.

0.

y=

atan(i*131^(1/2),-2*33^(1/2))

atan(-i*131^(1/2),-2*33^(1/2))

0.

0.

(5) Hessiano y gradiente en (0, 0).

grad=

0 0

hess=

90.0000 0

0 22.7129

Para el modelo del sistema TORA, se realizaron simulaciones computacionales con los progra-
mas TORALAZ, SIMTORALAZ, TORADIN y SIMTORADIN, usando la plataforma de Matlab
7.1. Con estas simulaciones se muestra el desempeño del controlador propuesto. Se emplearon
para el sistema TORA, los parámetros contenidos en el Cuadro 1 que fueron tomados de [4].

Se tomaron para la matriz Md, los valores a1 = 1, a2 = αa1, a3 = 4, con α =
√

c3
c1

=
√

11
12 .

Se debe tomar en cuenta que el parámetro de diseño Rd debe cumplir:

Rd < 2
(K
√
c1c3 +Kc2)

a1α
,
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Parámetro c1 c2 c3 k
Valor 12 1 11 5

Cuadro 1: Parámetros para el sistema TORA

lo que conlleva a que elHess(Vd(0, 0)) sea de�nido positivo, lo que implica que (0, 0) es un mínimo
y es un punto de equilibrio es estable. Sustituyendo:

Rd < 2
(5
√

(12)(11) + 5(1))

(1)
√

11
12

< 130,5

Se realizó la simulación, con las condiciones iniciales ubicadas en q1 = 1, q2 = π
2 , p1 = 0 y

p2 = 0.Después de algunos ensayos para obtener la mejor respuesta transitoria, la cual corresponde
a la etapa de rediseño de las funciones, se seleccionaron Rd = 90 y Kv = 70.

Es importante señalar, que para obtener una rápida convergencia a la estabilización del sis-
tema, se añade a la función de control propuesto el término −50p1.

La respuesta del sistema con la dinámica objetivo propuesto por el método IDA-PBC, se
muestra en las Figuras 4 y 7. Como puede verse, el sistema exhibe su respuesta en forma de
oscilaciones amortiguadas, y la estabilización se produce a los 100 segundos.

Figura 4: Simulación del Sistema TORA con la dinámica objetivo: Comportamiento de las varia-

bles.

Una típica respuesta del sistema en lazo cerrado con el controlador, se muestra en las Figuras
?? y ??. Como puede verse, el sistema exhibe su respuesta en forma de oscilaciones amortiguadas,
y la estabilización se produce a los 100 segundos.
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Figura 5: Simulación del Sistema TORA con la dinámica objetivo: Plano de Fase.

Figura 6: Simulación del Sistema TORA en lazo cerrado: Comportamiento de las variables y

función de Control.
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Figura 7: Simulación del Sistema TORA en lazo cerrado: Plano de Fase.

Esto demuestra que una vez aplicada la función de control propuesta, el sistema en lazo cerrado
tiene el mismo comportamiento de la dinámica objetivo; por lo tanto, el método IDA-PBC, resulta
ser efectivo para estabilizar el sistema TORA.

Para ilustrar la naturaleza global de la ley de control obtenida se realizan simulaciones cam-
biando las condiciones iniciales del sistema. De esta manera se prueba la naturaleza global de
la ley de control obtenida, ya que para diferentes condiciones iniciales, se observa que la con-
vergencia es preservada tal como lo predice la teoría. También es importante destacar que dicha
ley de control logra estabilizar el sistema en un tiempo de simulación o tiempo de asentamiento
perfectamente aceptable.

El sistema TORA es un prototipo de sistema mecánico subactuado que ha merecido gran
atención por la comunidad de control no lineal, y en este trabajo, partiendo de la representación
Hamiltoniana controlada por puertos, basada en la energía total del sistema considerada como
energía cinética más energía potencial, se obtiene un controlador que logra estabilizar en forma
global y asintótica el punto de equilibrio.

6 Conclusiones.

De acuerdo a los objetivos propuestos en la investigación y en atención a los resultados obtenidos
luego de aplicada la metodología propuesta, se emiten las siguientes conclusiones.

� En el presente trabajo se ha desarrollado un esquema de control basado en el método IDA-
PBC para el sistema prototipo TORA. La principal característica de este método es que
explota la estructura física del sistema, en este caso, se aprovecha que toda la información del
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comportamiento dinámico del sistema mecánico está contenida en las funciones de energía
y de disipación, en consecuencia el diseño del controlador se ha concentrado en el manejo
y modi�cación de estas variables.

� Para el moldeado de la energía total se tomó ventaja de la posibilidad de obtener una
matriz deseada con términos constantes, y para la síntesis de la energía potencial deseada
se obtuvo una reducción del conjunto de parámetros posibles para la matriz deseada, que
facilita enormemente la resolución de la ecuación en derivadas parciales característica del
método IDA-PBC.

� Al �nal se realizaron simulaciones numéricas que muestran el excelente comportamiento del
controlador diseñado, reduciendo signi�cativamente las oscilaciones de la plataforma, y con
un tiempo de asentamiento perfectamente aceptable.
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7 Anexos.

ANEXO A

%%Programa VDESTORA:

function F=VDESTORA(x,y)

c1=12;

c2=1;

c3=11;

alpha=sqrt(c3/c1);

a1=1;

%a2=alpha*a1;

K=4;

Rd=90;

F=(1/2)*Rd*(x-alpha*y).^2+K/a1*((-alpha*sqrt(c1*c3)*y.^2)/2+sqrt(c1*c3)*x.*y

+alpha*c2*cos(y)-alpha*c2+c2*x.*sin(y));

%%Programa SIMVDESTORA

clear all

%Vd=(1/2)*Rd*(x-alpha*y)^2+K/a1*((alpha*sqrt(c1*c3)*y^2)/2+sqrt(c1*c3)*x*y

-alpha*sqrt(c1*c3)*y^2+alpha*c2*cos(y)+alpha*c2*y*sin(y)-alpha*c2+c2*x*sin(y)

-alpha*c2*y*sin(y))

while menu ~= 10

menu=0;

[x,y]=meshgrid(-2:0.2:2,-2:0.2:2);

z=VDESTORA(x,y);

disp(' (1) grafica la función')

disp(' (2) grafica las curvas de nivel de la función')

disp(' (3) dibuja los gradientes en el gráfico de curvas de nivel de la función')

disp(' (4) determina si la función es cóncava o convexa')

disp(' (5) Puntos críticos de la función')

disp(' (6) Hessiano y Gradiente')

disp(' (10) Salir del Programa')

menu=input('elija la opcion a estudiar: ');
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switch menu

case 1

mesh(x,y,z)

case 2

contour(x,y,z)

case 3

[x,y]=meshgrid(-2:.2:2,-2:.2:2);

z=VDESTORA(x,y);

contour(x,y,z)

hold on

[px,py]=gradient(z);

quiver(x,y,px,py)

case 4

clear all

syms x y

z=VDESTORA(x,y);

a=input('Ingrese x: ');

b=input('Ingrese y: ');

d1=diff(z,'x',2);

d2=diff(z,'x','y');

d3=diff(z,'x','y');

d4=diff(z,'y',2);

a11=subs(d1,{x,y},{a,b});

a12=subs(d2,{x,y},{a,b});

a21=subs(d3,{x,y},{a,b});

a22=subs(d4,{x,y},{a,b});

hess=[a11,a12;a21,a22];

valores_propios=eig(hess)

c1=0;

c2=0;

for i = 1:length(valores_propios)

if (valores_propios(i)>=0)

c1=c1+1;

else

c2=c2+1;

end

end

if (c1==1)&(c2==1)

fprintf ('La función es indefinida');

end

if (c1==2)&(c2==0)

fprintf ('Existe un mínimo y la función es convexa ');

end

if (c1==0)&(c2==2)

fprintf ('Existe un máximo y la función es cóncava');

end

pause
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case 5

clear all

syms x y

z=VDESTORA(x,y);

disp('Puntos Críticos de la Función:')

[x,y] = solve(diff(z,'x'),diff(z,'y'))

case 6

clear all

syms x y

z=VDESTORA(x,y);

m=input('Ingrese x: ');

n=input('Ingrese y: ');

disp('Gradiente y Hessiano la Función:')

d1=diff(z,'x',2);

d2=diff(z,'x','y');

d3=diff(z,'x','y');

d4=diff(z,'y',2);

d5=diff(z,'x');

d6=diff(z,'y');

a1=subs(d5,{x,y},{m,n});

a2=subs(d6,{x,y},{m,n});

a11=subs(d1,{x,y},{m,n});

a12=subs(d2,{x,y},{m,n});

a21=subs(d3,{x,y},{m,n});

a22=subs(d4,{x,y},{m,n});

grad=[a1,a2]

hess=[a11,a12;a21,a22]

pause

end

end

ANEXO B

%%Programa TORALAZ:

function xdot=TORALAZ(t,x)

%%TORALAZ.m

%%Control del Sistema TORA Lazo Cerrado

%%%

%%Parámetros del sistema

c1=12;

c2=1;

c3=11;

alpha=sqrt(c3/c1);

a1=1;

a2=alpha*a1;
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K=5;

%a3 PUEDE SER MAYOR QUE 2.

a3=4;

%%Parámetros de Diseño

kv=70;%PUEDE VARIAR.

Rd=90;%Puede ser mayor de 65.

%%Otros Parámetros que no influyen

%g=32.2;%pie/seg^2.

g=981;%cm/seg^2.

%g=9.81; %m/seg^2.

m2=1;

L=1;

delta1 =c1*c3-c2*c2*cos(x(2)).*cos(x(2));

delta2= a1*a3-(c3/c1)*a1*a1;

%%Ley de control

u=-(alpha*a1*c3-a3*c2*cos(x(2))/(delta1).*(Rd*(x(1)-alpha*x(2))

+(K*sqrt(c1*c3)*x(2)/a1)-(K*c2*sin(x(2))/a1))

-(-alpha*a1*c2*cos(x(2))+a3*c1)/delta1).*(-Rd*(x(1)-alpha*x(2))*alpha

+(K*sqrt(c1*c3)*(x(1)-alpha*x(2))/a1)-(K*alpha*c2*sin(x(2))/a1)+

(K*c2*x(1).*cos(x(2))/a1))-(c2*c2*sin(x(2)).*cos(x(2))/(delta1)*(delta1))

.*(c3*x(3).*x(3)-2*c2*x(3).*x(4).*cos(x(2))+c1*x(4).*x(4))+c2*(x(4).*x(3)

.*sin(x(2))/delta1)+m2*g*L*sin(x(2))-(kv/delta2)*(-alpha*a1*x(3)+a1*x(4))

-50*x(3);

%%Ecuaciones de estado

xdot=[(1/delta1)*(c3*x(3)-c2*x(4).*cos(x(2)));

(1/delta1)*(-c2*x(3).*cos(x(2))+c1*x(4));

(-K*x(1));

((c2*c2*sin(x(2)).*cos(x(2)))/delta1*delta1)*(c3*x(3).*x(3)-2*c2*x(3)

.*x(4).*cos(x(2))+c1*x(4).*x(4))-((c2*x(3).*x(4).*sin(x(2)))/delta1)

-m2*g*L*sin(x(2))+u];

%%Fin de TORALAZ.m

%%Programa SIMTORALAZ:

%SIMTORALAZ.m

%Programa de generación de los gráficos TORALAZ.m

%Tiempo de simulación

ti=0; tf=150;

%%Condiciones Iniciales:

x0=[1 0 0 0]';

%%Simulación:
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[t,x]=ode45('TORALAZ',[ti tf],x0);

%%Posición del Carro (x(1))

subplot(3,2,1),plot(t,x(:,1),'c')

title('Posición del Carro')

xlabel('tiempo t')

ylabel('q1')

%%Posición Angular (x(2))

subplot(3,2,2),plot(t,x(:,2),'b')

title('Posición Angular')

xlabel('tiempo t')

ylabel('q2')

%%Velocidad del Carro (x(3))

subplot(3,2,3),plot(t,x(:,3),'r')

title('Velocidad del Carro')

xlabel('tiempo t')

ylabel('p1')

%%Velocidad Angular (x(4))

subplot(3,2,4),plot(t,x(:,4),'g')

title('Velocidad Angular')

xlabel('tiempo t')

ylabel('p2')

%%Parámetros del sistema

c1=12;

c2=1;

c3=11;

alpha=sqrt(c3/c1);

a1=1;

a2=alpha*a1;

K=5;

%a3 PUEDE SER MAYOR QUE 2.

a3=4;

%%Parámetros de Diseño

kv=70;%PUEDE VARIAR.

Rd=90;%Puede ser mayor de 65.

%%Otros Parámetros que no influyen

%g=32.2;%pie/seg^2.

g=981;%cm/seg^2.

%g=9.81; %m/seg^2.

m2=1;

L=1;
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delta1 =c1*c3-c2*c2*cos(x(2)).*cos(x(2));

delta2= a1*a3-(c3/c1)*a1*a1;

%%Ley de Control

u=-(alpha*a1*c3-a3*c2*cos(x(:,2))/(delta1).*(Rd*(x(:,1)-alpha*x(:,2))+

(K*sqrt(c1*c3)*x(:,2)/a1)-(K*c2*sin(x(:,2))/a1))-

(-alpha*a1*c2*cos(x(:,2))+a3*c1)/delta1).*(-Rd*(x(:,1)-alpha*x(:,2))*alpha+

(K*sqrt(c1*c3)*(x(:,1)-alpha*x(:,2))/a1)-(K*alpha*c2*sin(x(:,2))/a1)+

(K*c2*x(:,1).*cos(x(:,2))/a1))-(c2*c2*sin(x(:,2)).*cos(x(:,2))/(delta1)

*(delta1)).*(c3*x(:,3).*x(:,3)-2*c2*x(:,3).*x(:,4).*cos(x(:,2))

+c1*x(:,4).*x(:,4))+c2*(x(:,4).*x(:,3).*sin(x(:,2))/delta1)

+m2*g*L*sin(x(:,2))-(kv/delta2)*(-alpha*a1*x(:,3)+a1*x(:,4))-50*x(:,3);

%%Control (u)

subplot(3,2,5),plot(t,u,'k')

title('Variable de Control')

xlabel('tiempo t')

ylabel('u')

%%Todas las Variables

subplot(3,2,6),plot(t,x)

title('Variables')

xlabel('tiempo t')

ylabel('q1,q2,p1,p2')

pause

figure

%%Plano de Fase

subplot(2,2,1),plot(x(:,1),x(:,2))

title('Plano de Fase')

xlabel('q1')

ylabel('q2')

%%Plano de Fase

subplot(2,2,2),plot(x(:,3),x(:,4))

title('Plano de Fase')

xlabel('p1')

ylabel('p2')

%%Plano de Fase

subplot(2,2,3),plot(x(:,1),x(:,3))

title('Plano de Fase')

xlabel('q1')

ylabel('p1')

%%Plano de Fase

subplot(2,2,4),plot(x(:,2),x(:,4))
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title('Plano de Fase')

xlabel('q2')

ylabel('p2')

%Fin de SIMTORALAZ.m

ANEXO C

%%Programa TORADIN:

function xdot=TORADIN(t,x)

%%TORADIN.m

%%Control del Sistema TORA Dinámica Objetivo

%%%

%%Parámetros del sistema

c1=12;

c2=1;

c3=11;

alpha=sqrt(c3/c1);

a1=1;

a2=alpha*a1;

K=5;

%a3 PUEDE SER MAYOR QUE 2.

a3=15;

%%Parámetros de Diseño

kv=70;%PUEDE VARIAR.

Rd=90;%Puede ser mayor de 65.

%%Otros Parámetros que no influyen

%g=32.2;%pie/seg^2.

g=981;%cm/seg^2.

m2=1;

L=1;

delta1 =c1*c3-c2*c2*cos(x(2)).*cos(x(2));

delta2= a1*a3-(c3/c1)*a1*a1;

%%Ecuaciones de estado

xdot=[(1/delta1)*(c3*x(3)-c2*x(4).*cos(x(2)));

(1/delta1)*(-c2*x(3).*cos(x(2))+c1*x(4));

-(((a1*c3-alpha*a1*c2*cos(x(2)))/delta1).*(Rd*(x(1)-alpha*x(2))

+(K*sqrt(c1*c3)*x(2)/a1)+(K*c2*sin(x(2))/a1)))-(((-a1*c2*cos(x(2))

+alpha*a1*c1)/delta1).*(-Rd*(x(1)-alpha*x(2))*alpha

+(K*sqrt(c1*c3)*(x(1)-alpha*x(2))/a1)-(K*alpha*c2*sin(x(2))/a1)

+(K*c2*x(1).*cos(x(2))/a1)));-(((alpha*a1*c3-a3*c2*cos(x(2)))/delta1)

.*(Rd*(x(1)-alpha*x(2))+(K*sqrt(c1*c3)*x(2)/a1)+(K*c2*sin(x(2))/a1)))
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-(((-alpha*a1*c2*cos(x(2))+a3*c1)/delta1).*(-Rd*(x(1)-alpha*x(2))*alpha

+(K*sqrt(c1*c3)*(x(1)-alpha*x(2))/a1)-(K*alpha*c2*sin(x(2))/a1)

+(K*c2*x(1).*cos(x(2))/a1)))-((-kv*alpha*a1*x(3)+kv*a1*x(4))/delta2)

-10*x(3)];

%%Fin de TORADIN.m

%%Programa SIMTORADIN:

%SIMTORADIN.m

%Programa de generación de los gráficos toradin.m

%Tiempo de simulación

ti=0; tf=150;

%%Condiciones Iniciales:

x0=[1 pi/2 0 0]';

%%Simulación:

[t,x]=ode45('TORADIN',[ti tf],x0);

%%Posición del Carro (x(1))

subplot(3,2,1),plot(t,x(:,1),'c')

title('Posición del Carro')

xlabel('tiempo t')

ylabel('q1')

%%Posición Angular (x(2))

subplot(3,2,2),plot(t,x(:,2),'b')

title('Posición Angular')

xlabel('tiempo t')

ylabel('q2')

%%Velocidad del Carro (x(3))

subplot(3,2,3),plot(t,x(:,3),'r')

title('Velocidad del Carro')

xlabel('tiempo t')

ylabel('p1')

%%Velocidad Angular (x(4))

subplot(3,2,4),plot(t,x(:,4),'g')

title('Velocidad Angular')

xlabel('tiempo t')

ylabel('p2')

%%Todas las Variables

subplot(3,2,[5 6]),plot(t,x)

title('Variables')
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xlabel('tiempo t')

ylabel('q1,q2,p1,p2')

pause

figure

%%Plano de Fase

subplot(2,2,1),plot(x(:,1),x(:,2))

title('Plano de Fase')

xlabel('q1')

ylabel('q2')

%%Plano de Fase

subplot(2,2,2),plot(x(:,3),x(:,4))

title('Plano de Fase')

xlabel('p1')

ylabel('p2')

%%Plano de Fase

subplot(2,2,3),plot(x(:,1),x(:,3))

title('Plano de Fase')

xlabel('q1')

ylabel('p1')

%%Plano de Fase

subplot(2,2,4),plot(x(:,2),x(:,4))

title('Plano de Fase')

xlabel('q2')

ylabel('p2')

%Fin de SIMTORADIN.m
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This paper is concerned with boundary value problems of impulsive di�erential systems

on whole lines with nonlinear di�erential operators. By constructing a weighted Banach space

and de�ning a nonlinear operator, using the Schauder's �xed point theorem and Schaefer's

�xed point theorem, su�cient conditions to guarantee the existence of at least one positive

solution are established. An example is given to illustrate the main results.
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1 Introduction

Boundary value problems for second order ordinary di�erential equations (ODEs) were initiated

by Il'in and Moiseev [25] and studied by many authors, see the text books [20, 27], the papers

[14, 16, 33] and the references therein.

The asymptotic theory of ordinary di�erential equations is an area in which there is great

activity among a large number of investigators since it has many applications in real world

applications [21, 22, 23, 24, 9]. In this theory, it is of great interest to investigate, in particular,

the existence of solutions with prescribed asymptotic behavior, which are global in the sense that

they are solutions on the whole line. The existence of global solutions with prescribed asymptotic

behavior is usually formulated as the existence of solutions of boundary value problems on the

whole line.

In [13], the existence and multiplicity of nonnegative solutions for the following integral bound-

ary value problem on the whole line were studied:

(p(t)x′(t))′ + λq(t)f(t, x(t), x′(t)) = 0, t ∈ R,

a1 lim
t→−∞

x(t)− b1 lim
t→−∞

p(t)x′(t) =
∫∞
−∞ g1(s, x(s), x′(s))ψ(s)ds,

a2 lim
t→+∞

x(t) + b2 lim
t→+∞

p(t)x′(t) =
∫∞
−∞ g2(s, x(s), x′(s))ψ(s)ds,

(1.1)

where λ > 0 is a parameter, f, g1, g2 ∈ C(R × [0,∞) × R, [0,+∞)), q, ψ ∈ C(R, (0,+∞)) and

p ∈ C(R, (0,+∞)) ∩ C1(R). Here, the values of
∫ +∞
−∞ gi(s, x(s), x′(s))ds (i = 1, 2),

∫ +∞
−∞

ds
p(s)

and sups∈R ψ(s) are �nite and a1 + a2 > 0, bi > 0 (i = 1, 2) satisfying D = a2b1 + a1b2 +

a1a2

∫ +∞
−∞

ds
p(s) > 0.

In recent years, many authors have studied the existence of positive radial solutions for ellip-

tic systems in annular/exterior domains, which is equivalent to that of positive solutions for the

corresponding systems of ordinary di�erential equations (see [11, 30, 19, 18, 10, 29] and the refer-

ences therein). The usual method used is the �xed point theorems of cone expansion/compression

type, the upper and lower solutions method and the �xed point index theory in cones.

In [28, 12], the following system and its special case were discussed:

[φp(u
′(t))]′ + λh1(t)f(t, u(t), v(t)) = 0, t ∈ (0, 1),

[φp(v
′(t))]′ + µh2(t)g(t, u(t), v(t)) = 0, t ∈ (0, 1),

u(0) = a ≥ 0, v(0) = b ≥ 0, u(1) = v(1) = 0,

(1.2)

where φp(x) = |x|p−2x, p > 1, λ, µ are nonnegative real parameters, hi ∈ C((0, 1), (0,∞)), i = 1, 2,

f, g ∈ C([0,∞) × [0,∞), [0,∞)), hi may be singular at t = 0 and f(0, 0) = g(0, 0) = 0 and

f(u, v) > 0, g(u, v) > 0 for all (u, v) > (0, 0). The existence, nonexistence and multiplicity of
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positive solutions for (1.1) were obtained by using the upper and lower solution method and the

�xed point index theorem.

Theory of impulsive di�erential equations describes processes which experience a sudden

change of their state at certain moments. Processes with such a character arise naturally and

often, for example, phenomena studied in physics, chemical technology, population dynamics,

biotechnology and economics. For an introduction of the basic theory of impulsive di�erential

equation, we refer the reader to [26].

In [32], Liu studied the existence of solutions of the following boundary value problem for

second order impulsive di�erential system on the whole line with Dirichlet boundary conditions

[ρ(t)Φp(x
′(t))]′ + f(t, x(t), y(t)) = 0, a.e. t ∈ R,

[%(t)Φq(y
′(t))]′ + g(t, x(t), y(t)) = 0, a.e. t ∈ R

lim
t→+∞

x(t) = 0, lim
t→−∞

x(t) = 0, lim
t→+∞

y(t) = 0, lim
t→−∞

y(t) = 0,

∆x(tk) = Ik(tk, x(tk), y(tk)), ∆y(tk) = Jk(tk, x(tk), y(tk)), k ∈ Z,

(1.3)

where ρ, % ∈ C0(R, [0,∞)), ρ(t), %(t) > 0 for all t ∈ R with

∫ +∞
−∞

ds
ρ(s) < +∞,

∫ +∞
−∞

ds
%(s) < +∞, (1.4)

Φp(x) = |x|p−2x and Φq(x) = |x|q−2x are one-dimensional p-Laplacian, f, g de�ned on R3 are

Carathéodory functions, · · · < tk < tk+1 < tk+2 < · · · with

lim
k→−∞

tk = −∞, lim
k→+∞

tk = +∞,

∆x(tk) = x(t+k )− x(t−k ) and ∆y(tk) = y(t+k )− y(t−k )(k ∈ Z), {Ik}, {Jk} with Ik, Jk : R3 → R(k ∈
Z) are discrete Carathéodory sequences.

This paper is a continuation of [32]. We consider the existence of positive solutions of the

following boundary value problem for second order di�erential system on the whole line with
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mixed boundary conditions with impulse e�ects:

[Φ(ρ(t)x′(t))]′ + p(t)f(t, y(t), y′(t)) = 0, a.e. t ∈ R,

[Ψ(%(t)y′(t))]′ + q(t)g(t, x(t), x′(t)) = 0, a.e. t ∈ R

lim
t→−∞

x(t) = 0, lim
t→+∞

ρ(t)x′(t) = 0,

lim
t→−∞

y(t) = 0, lim
t→+∞

%(t)y′(t) = 0,

∆x(ts) = A0,sI0(ts, y(ts), y
′(ts)), ∆Φ(ρ(ts)x

′(ts)) = A1,sI1(ts, y(ts), y
′(ts)), s ∈ Z,

∆y(ts) = B0,sJ0(ts, x(ts), x
′(ts)), ∆Ψ(%(ts)y

′(ts)) = B1,sJ1(ts, x(ts), x
′(ts)), s ∈ Z,

(1.5)

where

(a) ρ, % ∈ C0(R, [0,+∞)) with∫ 0

−∞
ds
ρ(s)ds < +∞,

∫ +∞
0

ds
ρ(s)ds = +∞,

∫ 0

−∞
ds
%(s)ds < +∞,

∫ +∞
0

ds
%(s)ds = +∞,

(1.6)

(b) p, q ∈ C0(R, (0,∞)) with∫ +∞
0

p(s)ds < +∞,
∫ 0

−∞ p(s)ds = +∞,

∫ +∞
0

q(s)ds < +∞,
∫ 0

−∞ q(s)ds = +∞,
(1.7)

(c) Φ(x) = Φp1
(x) = |x|p1−2x and Ψ(x) = Φp2

(x) = |x|p2−2x are one-dimensional p-

Laplacians, their inverse operator are de�ned by Φ−1 and Ψ−1, respectively, with Φ−1(x) =

|x|q1−2x and Ψ−1(x) = |x|q2−2x, 1
pi

+ 1
qi

= 1,

(d) f de�ned on R3 strongly %-Carathéodory function (see De�nition 2.1), g de�ned on

R3 strongly ρ-Carathéodory function (see De�nition 2.2), f, g are nonnegative functions, and

[p(t)f(t, 0, 0)]2 + [q(t)g(t, 0, 0)]2 > 0 on each subinterval of R,
(e) · · · < tk < tk+1 < tk+2 < · · · with lim

k→−∞
tk = −∞, lim

k→+∞
tk = +∞, ∆x(tk) =

x(t+k ) − x(t−k ) and ∆y(tk) = y(t+k ) − y(t−k )(k ∈ Z), ∆x′(tk) = x′(t+k ) − x′(t−k ) and ∆y′(tk) =

y′(t+k )− y′(t−k )(k ∈ Z),

(f) I0, I1 : {ts : s ∈ Z}×R2 → R are discrete %−Carathéodory functions (see De�nition 2.3),

J0, J1 : {ts : s ∈ Z} × R2 → R is a discrete ρ−Carathéodory function (see De�nition 2.4), I0, J0

are nonnegative functions, I1, J1 are non-positive functions,
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(g) A0,s, A1,s, B0,s, B1,s ≥ 0 satisfy

s∑
j=−∞

A0,j < +∞,
s∑

j=−∞
B0,j < +∞, s ∈ Z,

lim
s→+∞

A0,s∫ ts
ts−1

ds
ρ(s)

= lim
s→+∞

B0,s∫ ts
ts−1

ds
%(s)

= 0,

+∞∑
j=s

A1,j < +∞,
+∞∑
j=s

B1,j < +∞, s ∈ Z,

lim
s→−∞

A1,s∫ ts+1
ts

p(s)ds
= lim
s→−∞

B1,s∫ ts+1
ts

q(s)ds
= 0.

The purpose of this paper is to establish su�cient conditions for the existence of at least one

positive solution of BVP(1.5). The technical tool used in this paper is the well known Schauder

�xed point theorem. For applying this theorem, the most crucial things are to construct a

nonlinear operator and to prove the compactness property of the nonlinear operator. Since

the problem is considered on whole line, we need to show the equi-continuous properties of the

image of a bounded set on each sub intervals (there are in�nitely many sub intervals), the equi-

convergence as t → ti(i = 0,±1,±2, . . . ) and the equi-convergence as t → −∞ and as t → +∞.

One sees from (1.6) that both 1
ρ and 1

% are not measurable on R while (1.4) tells us both 1
ρ and

1
% are measurable on R. So this paper is a continuation of [32]. Furthermore, (1.7) makes both

the nonlinearities t → p(t)f(t, u, v) and t → q(t)g(t, u, v) be non-Carathéodory functions. An

example is presented to show us that the main results in this paper are interesting.

By a solution of BVP(1.5) we mean a couple of functions (x, y) with x, y ∈ C1(tk, tk+1](k ∈ Z)

such that both

Φ(ρx′) : t→ Φ(ρ(t)x′(t)) and Ψ(%y′) : t→ Ψ(%(t)y′(t))

are derivative on each interval (tk, tk+1](k ∈ Z), and the limits

lim
t→−∞

x(t), lim
t→−∞

y(t), lim
t→+∞

ρ(t)x′(t) and lim
t→+∞

%(t)y′(t)

exist, and all equations in (1.5) are satis�ed. We call (x, y) a positive solution of BVP(1.5) if

(x, y) is a solution of BVP(1.5) and [x(t)]2 + [y(t)]2 > 0 for all t ∈ R.
The remainder of this paper is organized as follows: the preliminary results are given in

Section 2, the main results are presented in Section 3. An example is given in Section 4.

2 Preliminary Results

In this section, we present some background de�nitions. The preliminary results are given too.
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Denote
σ0(t) = 1 +

∫ t
−∞

du
ρ(u) , σ1(t) = 1 +

∫ +∞
t

p(s)ds,

τ0(t) = 1 +
∫ t
−∞

du
%(u) , τ1(t) = 1 +

∫ +∞
t

q(s)ds.

De�nition 2.1. h : R× R× R→ R is called a strongly %−Carathédory function if it satis�es

(i) t→ h
(
t, τ0(t)u, Ψ−1(τ1(t))

%(t) v
)
is measurable on R and for each r > 0

lim
t→−∞

h
(
t, τ0(t)u, Ψ−1(τ1(t))

%(t) v
)

= 0 uniformly for all |u|, |v| ≤ r.

(ii) (u, v)→ h
(
t, τ0(t)u, Ψ−1(τ1(t))

%(t) v
)
is continuous for a.e. t ∈ R.

(iii) For each r > 0, there exists nonnegative number Mr ≥ 0 such that |u|, |v| ≤ r implies∣∣∣h(t, τ0(t)u, Ψ−1(τ1(t))
%(t) v

)∣∣∣ ≤Mr, t ∈ R.

De�nition 2.2. h : R× R× R→ R is called a strongly ρ−Carathédory function if it satis�es

(i) t→ h
(
t, σ0(t)u, Φ−1(σ1(t))

ρ(t) v
)
is measurable on R and for each r > 0

lim
t→−∞

h
(
t, σ0(t)u, Φ−1(σ1(t))

ρ(t) v
)

= 0 uniformly for all |u|, |v| ≤ r.

(ii) (u, v)→ h
(
t, σ0(t)u, Φ−1(σ1(t))

ρ(t) v
)
is continuous for a.e. t ∈ R.

(iii) For each r > 0, there exists nonnegative number Mr ≥ 0 such that |u|, |v| ≤ r implies∣∣∣h(t, σ0(t)u, Φ−1(σ1(t))
ρ(t) v

)∣∣∣ ≤Mr, t ∈ R.

De�nition 2.3. K : {ts : s ∈ Z} × R× R→ R is called a discrete %−Carathédory function if it

satis�es

(i) (u, v)→ K
(
ts, τ0(ts)u,

Ψ−1(τ1(ts))
%(ts)

v
)
is continuous for all s ∈ Z.

(ii) For each r > 0, there exists nonnegative constants Nr ≥ 0 such that |u|, |v| ≤ r implies∣∣∣K (ts, τ0(ts)u,
Ψ−1(τ1(ts))

%(ts)
v
)∣∣∣ ≤ Nr for all s ∈ Z.

De�nition 2.4. H : {ts : s ∈ Z} × R × R → R is called a discrete ρ-Carathédory function if it

satis�es

(i) (u, v)→ H
(
ts, σ0(ts)u,

Φ−1(σ1(ts))
ρ(ts)

v
)
is continuous for all s ∈ Z.

(ii) For each r > 0, there exists nonnegative constants Nr ≥ 0 such that |u|, |v| ≤ r implies∣∣∣H (ts, σ0(ts)u,
Φ−1(σ1(ts))

ρ(ts)
v
)∣∣∣ ≤ Nr for all s ∈ Z.

Divulgaciones Matemáticas Vol. 17 No. 1(2016), pp. 46�75



52 Yuji Liu

De�nition 2.5. [17]. Let E be Banach spaces. An operator T : E → E is completely continuous

if it is continuous and maps bounded sets into relatively compact sets.

Lemma 2.1. (i) [Schauder][17]: Let X be a Banach space and Ω ⊂ X a nonempty, bounded,

open and convex subset of X centered at zero point. Let T : Ω → X be a completely

continuous operator with T (Ω) ⊂ Ω. Then T has a �xed point in Ω.

(ii) [Schaufer][17]: Let X be a Banach space and T : Ω → X be a completely continuous

operator with Ω = {x ∈ X : x = λTx for some λ ∈ [0, 1]} is bounded. Then T has a �xed

point in Ω.

De�ne

X =


x :

x(ts,ts+1] ∈ C0(ts, ts+1], s ∈ Z,
x′(ts,ts+1] ∈ C

0(ts, ts+1], s ∈ Z,
the following limits exist:

lim
t→t+s

x(t), lim
t→t+s

ρ(t)x′(t), s ∈ Z,

lim
t→±∞

x(t)
σ0(t) , lim

t→±∞
ρ(t)x′(t)

Φ−1(σ1(t))


and

Y =


y :

y(ts,ts+1] ∈ C0(ts, ts+1], s ∈ Z,
y′(ts,ts+1] ∈ C

0(ts, ts+1], s ∈ Z,
the following limits exist:

lim
t→t+s

y(t), lim
t→t+s

%(t)y′(t), s ∈ Z,

lim
t→±∞

y(t)
τ0(t) , lim

t→±∞
%(t)y′(t)

Ψ−1(τ1(t))


.

For x ∈ X, de�ne ||x|| = ||x||X = max

{
sup
t∈R

|x(t)|
σ0(t) , sup

t∈R

ρ(t)|x′(t)|
Φ−1(σ1(t))

}
. For y ∈ Y , de�ne

||y|| = ||y||Y = max

{
sup
t∈R

|y(t)|
τ0(t) , sup

t∈R

%(t)|y′(t)|
Ψ−1(τ1(t))

}
.

Lemma 2.2. Suppose that
∫ t
−∞

Φ−1(σ1(s))
ρ(s) ds is convergent. Then X is a Banach space with the

norm || · ||X and Y a Banach space with the norm || · ||Y . E = X × Y is also a Banach space

with the norm ||(x, y)|| = max{||x||X , ||y||Y } for (x, y) ∈ X × Y .

Proof. In fact, it is easy to see that X is a normed linear space. Let {xn} be a Cauchy sequence

in X. Then ||xm − xn|| → 0, m, n→ +∞. It follows that

sup
t∈R

|xm(t)−xn(t)|
σ0(t) → 0,m, n→ +∞,

lim
t∈R

ρ(t)|x′m(t)−x′n(t)|
Φ−1(σ1(t)) → 0,m, n→ +∞.
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So

sup
t∈(ts,ts+1]

|xm(t)−xn(t)|
σ0(t) → 0,m, n→ +∞, s ∈ Z,

∣∣∣∣ lim
t→±∞

xm(t)
σ0(t) − lim

t→±∞
xn(t)
σ0(t)

∣∣∣∣→ 0,m, n→ +∞,

lim
t∈(ts,ts+1]

ρ(t)|x′m(t)−x′n(t)|
Φ−1(σ1(t)) → 0,m, n→ +∞,

∣∣∣∣ lim
t→±∞

ρ(t)x′m(t)
Φ−1(σ1(t)) − lim

t→±∞
ρ(t)x′n(t)

Φ−1(σ1(t))

∣∣∣∣→ 0,m, n→ +∞.

Then both lim
n→+∞

lim
t→±∞

xn(t)
σ0(t) and lim

n→+∞
lim

t→±∞
ρ(t)x′n(t)

Φ−1(σ1(t)) exist. De�ne

x|[ts,ts+1](t) =

 lim
t→t+s

x(t), t = ts,

x(t), t ∈ (ts, ts+1],
x′|[ts,ts+1](t) =

 lim
t→t+s

x′(t), t = ts,

x′(t), t ∈ (ts, ts+1].

We know that t →
x|[ts,ts+1](t)

σ0(t) is continuous on [ts, ts+1](s ∈ Z). Thus t →
xn|[ts,ts+1](t)

σ0(t) is a

Cauchy sequence in C[ts, ts+1]. Then
xn|[ts,ts+1]

σ0(t) uniformly converges to some x0s in C[ts, ts+1]

as n→ +∞. Similarly
ρ(t)x′n|[ts,ts+1]

σ1(t) uniformly converges to some y0s in C[ts, ts+1] as n→ +∞.

De�ne

x0(t) = x0s(t), y0(t) = y0s(t), t ∈ (ts, ts+1], s ∈ Z.

Then x0, y0 are de�ned on R and is continuous on (ts, ts+1] and the limits lim
t→t+s

x0(t), lim
t→t+s

y0(t)(s ∈

Z) exist. Furthermore, we have lim
n→+∞

xn(t)
σ0(t) = x0(t) and lim

n→+∞
ρ(t)x′n(t)

Φ−1(σ1(t)) = y0(t) for every t ∈ R.

From sup
t∈R

|xm(t)−xn(t)|
σ0(t) → 0,m, n → +∞, let m → +∞, we get sup

t∈R

∣∣∣x0(t)− xn(t)
σ0(t)

∣∣∣ → 0 as

n→ +∞. So

lim
t→±∞

x0(t) = lim
t→±∞

lim
n±∞

xn(t)
σ0(t) = lim

n→±∞
lim

t→±∞
xn(t)
σ0(t)

exists.

Similarly we have sup
t∈R

∣∣∣y0(t)− ρ(t)x′n(t)
Φ−1(σ1(t))

∣∣∣→ 0 as n→ +∞. So

lim
t→±∞

y0(t) = lim
t→±∞

lim
n±∞

ρ(t)x′n(t)
Φ−1(σ1(t)) = lim

n→±∞
lim

t→±∞
ρ(t)x′n(t)

Φ−1(σ1(t))

exists.
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Since for some cn ∈ R we have for t ∈ (ts, ts+1] that∣∣∣∣xn(t)−
∑
ts<t

∆xn(ts)− cn −
∫ t
−∞

Φ−1(σ1(s))y0(s)
ρ(s) ds

∣∣∣∣
≤
∫ t
−∞

∣∣∣x′n(s)− Φ−1(σ1(s))y0(s)
ρ(s)

∣∣∣ ds
=
∫ t
−∞

Φ−1(σ1(s))
ρ(s)

∣∣∣ ρ(s)x′n(s)
Φ−1(σ1(s)) − y0(s)

∣∣∣ ds
≤
∫ t
−∞

Φ−1(σ1(s))
ρ(s) ds sup

t∈R

∣∣∣ ρ(t)x′n(t)
Φ−1(σ1(t)) − y0(t)

∣∣∣
→ 0 as n→ +∞.

So lim
n→+∞

[xn(t)−
∑
ts<t

∆xn(ts)− cn] =
∫ t
−∞

Φ−1(σ1(s))y0(s)
ρ(s) ds. Then

lim
n→+∞

(
σ0(t)x0(t)−

∑
ts<t

∆σ0(ts)x0(ts)− c0
)

=
∫ t
−∞

Φ−1(σ1(s))y0(s)
ρ(s) ds.

Hence Φ−1(σ1(t))y0(t)
ρ(t) = [σ0(t)x0(t)]′ for all t ∈ (ts, ts+1](s ∈ R).

So t→ σ(t)x0(t) is an element in X and xn → x0 as n→ +∞. We know that X is a Banach

space. Similarly we can prove that Y is a Banach space. So E = X × Y is a Banach space.

Lemma 2.3. Suppose that
∫ t
−∞

Φ−1(σ1(s))
ρ(s) ds is convergent. Then M ⊂ X is relatively compact

if and only if the following items valid:

(i) Both
{
t→ x(t)

σ0(t) : x ∈M
}
and

{
t→ ρ(t)x′(t)

Φ−1(σ1(t)) : x ∈M
}
are uniformly bounded.

(ii) Both
{
t→ x(t)

σ0(t) : x ∈M
}

and
{
t→ ρ(t)x′(t)

Φ−1(σ1(t)) : x ∈M
}

are equi-continuous on (ts, ts+1]

(s ∈ Z).

(iii) Both
{
t→ x(t)

σ0(t) : x ∈M
}
and

{
t→ ρ(t)x′(t)

Φ−1(σ1(t)) : x ∈M
}
are equi-convergent as t→ ±∞.

Proof. (⇐). From Lemma 2.2, we know X is a Banach space. In order to prove that the subset

M is relatively compact in X, we only need to show M is totally bounded in X, that is for all

ε > 0, M has a �nite ε-net.

Given x ∈M , for any given ε > 0, by (i)-(iii), there exist constants A > 0, δ > 0, and positive
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integer s0 such that ∣∣∣ x(u1)
σ0(u1) −

x(u2)
σ0(u2)

∣∣∣ ≤ ε
3 , u1, u2 ≤ t−s0 or u1, u2 ≥ ts0 ,∣∣∣ ρ(u1)x′(u1)

Φ−1(σ1(u1)) −
ρ(u2)x′(u2)
Φ−1(σ1(u2))

∣∣∣ ≤ ε
3 , u1, u2 ≤ t−s0 or u1, u2 ≥ ts0 ,

||x|| = max

{
sup
t∈R

|x(t)|
σ0(t) , sup

t∈R

ρ(t)x′(t)
Φ−1(σ1(t))

}
≤ A,

∣∣∣ x(u1)
σ0(u1) −

x(u2)
σ0(u2)

∣∣∣ ≤ ε
3 , u1, u2 ∈ (ts, ts+1], |u1 − u2| < δ, s = −s0,−s0 + 1, · · · , s0 − 1,

∣∣∣ ρ(u1)x′(u1)
Φ−1(σ1(u1)) −

ρ(u2)x′(u2)
Φ−1(σ1(u2))

∣∣∣ ≤ ε
3 , u1, u2 ∈ (ts, ts+1], |u1 − u2| < δ, s = −s0,−s0 + 1, · · · , s0 − 1.

De�ne X|[t−s0 ,ts0 ] =
{
x|[t−s0 ,ts0 ] : x ∈ X

}
. For x ∈ X|[t−s0 ,ts0 ], de�ne

||x||s0 = max

{
sup

t∈[t−s0 ,ts0 ]

|x(t)|
σ0(t) , sup

t∈[t−s0 ,ts0 ]

ρ(t)x′(t)
Φ−1(σ1(t))

}
.

Similarly to Lemma 2.2, we can prove that X[t−s0 ,ts0 ] is a Banach space with the norm || · ||s0 .
Let M |[t−s0 ,ts0 ] = {t → x(t), t ∈ [t−s0 , ts0 ] : x ∈ M}. Then M |[t−s0 ,ts0 ] is a subset of

X|[t−s0 ,ts0 ]. By Ascoli-Arzela theorem, we can know that M |[t−s0 ,ts0 ] is relatively compact in

X|[t−s0 ,ts0 ]. Thus, there exist x1, x2, · · · , xk ∈ M such that, for any x ∈ M , we have that there

exists some i = 1, 2, · · · , k such that

||x− xi||s0 = max

{
sup

t∈[t−s0 ,ts0 ]

|x(t)−xi(t)|
σ0(t) , sup

t∈[t−s0 ,ts0 ]

ρ(t)|x′(t)−x′i(t)|
Φ−1(σ1(t))

}
≤ ε

3 .

Therefore, for x ∈M , we have that

||x− xi||X = max

{
sup
t∈R

|x(t)−xi(t)|
σ0(t) , sup

t∈R

ρ(t)|x′(t)−x′i(t)|
Φ−1(σ1(t))

}

≤ max

{
sup
t≤t−s0

|x(t)−xi(t)|
σ(t) , sup

t∈[t−s0 ,ts0 ]

|x(t)−xi(t)|
σ(t) , sup

t≥ts0

|x(t)−xi(t)|
σ(t)

sup
t≤t−s0

ρ(t)|x′(t)−x′i(t)|
Φ−1(σ1(t)) , sup

t∈[t−s0 ,ts0 ]

ρ|x′(t)−x′i(t)|x
′(t)

Φ−1(σ1(t)) , sup
t≥ts0

ρ(t)|x′(t)−x′i(t)|
Φ−1(σ1(t))

}
.

We have that

sup
t≤t−s0

|x(t)−xi(t)|
σ0(t) ≤ sup

t≤t−s0

∣∣∣ x(t)
σ0(t) −

x(t−s0 )

σ0(t−s0 )

∣∣∣
+
∣∣∣ x(t−s0 )

σ0(t−s0 ) −
xi(t−s0 )

σ0(t−s0 )

∣∣∣+ sup
t≤t−s0

∣∣∣ xi(t−s0 )

σ0(t−s0 ) −
xi(t)
σ0(t)

∣∣∣ < ε
3 + ε

3 + ε
3 = ε.
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Similarly we can prove that

sup
t≤t−s0

ρ(t)x′(t)
Φ−1(σ1(t)) < ε, sup

t≥ts0

|x(t)−xi(t)|
σ0(t) < ε, sup

t≥ts0

ρ(t)|x′(t)−x′i(t)|
Φ−1(σ1(t)) < ε.

Then ||x− xi||X < ε.

So, for any ε > 0, M has a �nite ε-net {Ux1
, Ux2

, · · · , Uxk}, that is, M is totally bounded in

X. Hence M is relatively compact in X.

(⇒). Assume that M is relatively compact, then for any ε > 0, there exists a �nite ε-net of

M . Let the �nite ε-net be {Ux1 , Ux2 , · · · , Uxk} with xi ⊂ M . Then for any x ∈ M , there exists

Uxi such that x ∈ Uxi and

||x|| ≤ ||x− xi||+ ||xi|| ≤ ε+ max {||xi|| : i = 1, 2, · · · , k} .

It follows that {||x|| : x ∈M} is uniformly bounded. Then (i) holds.

Since the limit lim
t→t+s

x(t)
σ0(t) exists, then

x(t)
σ0(t) =

 lim
t→t+s

x(t)
σ0(t) , t = ts,

x(t)
σ0(t) , t ∈ (ts, ts+1]

ρ(t)x′(t)
Φ−1(σ1(t)) =

 lim
t→t+s

ρ(t)x′(t)
Φ−1(σ1(t)) , t = ts,

ρ(t)x′(t)
Φ−1(σ1(t)) , t ∈ (ts, ts+1]

are continuous on [ts, ts+1]. So for any ε > 0 there exists δ > 0 such that∣∣∣ xi(u1)
σ0(u1) −

xi(u2)
σ0(u2)

∣∣∣ < ε,

∣∣∣ ρ(u1)x′i(u1)
Φ−1(σ1(u1)) −

ρ(u2)x′i(u2)
Φ−1(σ1(u2))

∣∣∣ < ε,

for all u1, u2 ∈ [ts, ts+1] with |u1 − u2| < δ and i = 1, 2, · · · , k. Then for any ε > 0 there exists

δ > 0 such that ∣∣∣ xi(u1)
σ0(u1) −

xi(u2)
σ0(u2)

∣∣∣ < ε,

∣∣∣ ρ(u1)x′(u1)
Φ−1(σ1(u1)) −

ρ(u2)x′(u2)
Φ−1(σ1(u2))

∣∣∣ < ε,

for all u1, u2 ∈ (ts, ts+1] with |u1 − u2| < δ and i = 1, 2, · · · , k.
For x ∈ M , there exists a i such that x ∈ Uxi . Then we have for u1, u2 ∈ (ts, ts+1] (s ∈ Z)

with |u1 − u2| < δ that∣∣∣ x(u1)
σ0(u1) −

x(u2)
σ0(u2)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ x(u1)
σ0(u1) −

xi(u1)
σ0(u1)

∣∣∣+
∣∣∣ xi(u1)
σ0(u1) −

xi(u2)
σ0(u2)

∣∣∣+
∣∣∣ xi(u2)
σ0(u2) −

x(u2)
σ0(u2)

∣∣∣ ≤ 3ε.{
t→ x(t)

σ0(t) : x ∈M
}
is equicontinuous in (ts, ts+1]. Similarly we have

{
t→ ρ(t)x′(t)

Φ−1(σ1(t)) : x ∈M
}

is equicontinuous in (ts, ts+1]. It follows that (ii) holds.

Now we prove that (iii) holds. It is easily seen that there exists a positive integer s0 such

that ∣∣∣ xi(u1)
σ0(u1) −

xi(u2)
σ0(u2)

∣∣∣ < ε
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for all u1, u2 ≤ t−s0 , i = 1, 2, · · · , k. For x ∈M , there exists a i such that x ∈ Uxi . So∣∣∣ x(u1)
σ0(u1) −

x(u2)
σ0(u2)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ x(u1)
σ0(u1) −

xi(u1)
σ0(u1)

∣∣∣+
∣∣∣ xi(u1)
σ0(u1) −

xi(u2)
σ0(u2)

∣∣∣
+
∣∣∣ xi(u2)
σ0(u2) −

x(u2)
σ0(u2)

∣∣∣ ≤ 3ε, u1, u2 ≤ t−s0 .

Then
{
t→ x(t)

σ0(t) : x ∈M
}
is equi-convergent as t → −∞, similarly we can prove that is equi-

convergent as t → +∞ and
{
t→ ρ(t)x′(t)

Φ−1(σ1(t)) : x ∈M
}
are equi-convergent as t → ±∞. Hence

(iii) holds.

Lemma 2.4. Suppose that
∫ t
−∞

Ψ−1(τ1(s))
%(s) ds is convergent. Then M ⊂ Y is relatively compact if

and only if the following items valid:

(i) Both
{
t→ y(t)

τ0(t) : y ∈M
}
and

{
t→ %(t)y′(t)

Ψ−1(τ1(t)) : y ∈M
}
are uniformly bounded.

(ii) Both
{
t→ y(t)

τ0(t) : y ∈M
}

and
{
t→ %(t)y′(t)

Ψ−1(τ1(t)) : y ∈M
}

are equi-continuous on (ts, ts+1]

(s ∈ Z).

(iii) Both
{
t→ y(t)

τ0(t) : y ∈M
}
and

{
t→ %(t)y′(t)

Ψ−1(τ1(t)) : y ∈M
}
are equi-convergent as t→ ±∞.

Proof. The proof is similar to Lemma 2.3 and is omitted.

In the sequel, we suppose that
∫ t
−∞

Φ−1(σ1(s))
ρ(s) ds and

∫ t
−∞

Ψ−1(τ1(s))
%(s) ds are convergent.

Lemma 2.5. Suppose that y ∈ Y . Then u ∈ X is a solution of BVP

[Φ(ρ(t)u′(t))]′ + p(t)f(t, y(t), y′(t)) = 0, a.e. t ∈ R,

lim
t→−∞

u(s) = 0, lim
t→+∞

ρ(t)u′(s) = 0,

∆u(ts) = A0,sI0(ts, y(ts), y
′(ts)), s ∈ Z,

∆Φ(ρ(ts)u
′(ts)) = A1,sI1(ts, y(ts), y

′(ts)), s ∈ Z

(2.8)

if and only if

u(t) =
∑
ts<t

A0,sI0(ts, y(ts), y
′(ts))

+
∫ t
−∞

1
ρ(s)Φ−1

(∫ +∞
s

p(u)f(u, y(u), y′(u))du−
∑
tj≥s

A1,jI1(tj , y(tj), y
′(tj))

)
ds.

(2.9)

Proof. Fix y ∈ Y , then

||y|| = max

{
sup
t∈R

|y(t)|
τ0(t)

, sup
t∈R

%(t)|y′(t)|
Ψ−1(τ1(t))

}
= r < +∞.
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Since f is a strongly %−Carathéodory function, then there exists nonnegative number Mr ≥ 0

such that

lim
t→−∞

f (t, y(t), y′(t)) = lim
t→−∞

f
(
t, τ0(t) y(t)

τ0(t) ,
Ψ−1(τ1(t))

%(t)
%(t)y′(t)

Ψ−1(τ1(t))

)
= 0,

|f (t, y(t), y′(t)) | =
∣∣∣f (t, τ0(t) y(t)

τ0(t) ,
Ψ−1(τ1(t))

%(t)
%(t)y′(t)

Ψ−1(τ1(t))

)∣∣∣ ≤Mr, t ∈ R.

(2.10)

Furthermore, I0, I1 : {ts : s ∈ Z} × R2 → R are discrete %−Carathéodory functions, then there

exist nonnegative constants M0,r,M1,r ≥ 0 such that

|I0 (ts, y(ts), y
′(ts))| ≤M0,r, s ∈ Z,

|I1 (ts, y(ts), y
′(ts))| ≤M1,r, s ∈ Z.

(2.11)

Suppose that u ∈ X is a solution of (2.8). Then from the boundary conditions we get that

Φ(ρ(t)u′(t)) =
∫ +∞
t

p(r)f(r, y(r), y′(r))dr −
∑
tj≥t

A1,jI1(tj , y(tj), y
′(tj)), t ∈ R.

So

u′(t) = 1
ρ(t)Φ−1

(∫ +∞
t

p(r)f(r, y(r), y′(r))dr −
∑
tj>t

A1,jI1(tj , y(tj), y
′(tj))

)
.

It follows that

u(t) =
∑
ts<t

A0,sI0(ts, y(ts), y
′(ts))

+
∫ t
−∞

1
ρ(s)Φ−1

(∫ +∞
s

p(u)f(u, y(u), y′(u))du−
∑
tj≥s

A1,jI1(tj , x(tj), y(tj))

)
ds.

So u satis�es (2.9). We now prove that u ∈ X. In fact, we see that

u|(ts,ts+1], ρu′|(ts,ts+1] ∈ C0(ts, ts+1], s ∈ Z,

lim
t→t+s

u(t), lim
t→t+s

ρ(t)u′(t)(s ∈ Z) exist.

Now we prove that

lim
t→±∞

u(t)
σ0(t) = 0, lim

t→±∞
ρ(t)u′(t)

Φ−1(σ1(t)) = 0. (2.12)

Once sees for t ∈ (ts, ts+1] that

|u(t)|
σ0(t) ≤

M0,r

∑
ts<t

A0,s

1+
∫ t
−∞

du
ρ(u)

+

∫ t
−∞

1
ρ(s)

Φ−1

∫+∞
s

p(u)Mrdu+
∑
tj≥s

A1,jM1,r

ds
1+
∫ t
−∞

du
ρ(u)

≤M0,r

s∑
j=−∞

A0,j

1+
∫ ts
−∞

du
ρ(u)

+

∫ t
−∞

1
ρ(s)

Φ−1

∫+∞
s

p(u)Mrdu+
∑
tj≥s

A1,jM1,r

ds
1+
∫ t
−∞

du
ρ(u)

.
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Since

lim
s→+∞

s∑
j=−∞

A0,j

1+
∫ ts
−∞

du
ρ(u)

= lim
s→+∞

A0,s∫ ts
ts−1

du
ρ(u)

= 0,

lim
t→+∞

∫ t
−∞

1
ρ(s)

Φ−1

∫+∞
s

p(u)Mrdu+
∑
tj≥s

A1,jM1,r

ds
1+
∫ t
−∞

du
ρ(u)

= lim
t→+∞

Φ−1

(∫ +∞
t

p(u)Mrdu+
∑
tj≥t

A1,jM1,r

)
= 0,

then lim
t→+∞

u(t)
σ0(t) = 0. One sees for t ∈ [ts−1, ts) that

ρ(t)|u′(t)|
Φ−1(σ1(t)) ≤

Φ−1

(∫+∞
t

p(r)f(r,y(r),y′(r))dr+
∑
ts>t

A1,sM1,r

)
Φ−1(1+

∫+∞
t

p(s)ds)

= Φ−1

( ∫+∞
t

p(r)f(r,y(r),y′(r))dr

1+
∫+∞
t

p(s)ds
+M1,r

∑
ts>t

A1,s

1+
∫+∞
t

p(s)ds

)

≤ Φ−1

 ∫+∞
t

p(r)f(r,y(r),y′(r))dr

1+
∫+∞
t

p(s)ds
+M1,r

+∞∑
j=s

A1,j

1+
∫+∞
tj

p(s)ds

 .

Since

lim
t→−∞

∫+∞
t

p(r)f(r,y(r),y′(r))dr

1+
∫+∞
t

p(s)ds
= lim
t→−∞

f(t, y(t), y′(t)) = 0,

lim
s→−∞

+∞∑
j=s

A1,j

1+
∫+∞
tj

p(s)ds
= lim
s→−∞

A1,s

1+
∫ ts+1
ts

p(s)ds
= 0,

then lim
t→−∞

ρ(t)u′(t)
Φ−1(σ1(t)) = 0. It is easy to see from u(t) and ρ(t)u′(t) that lim

t→−∞
u(t)
σ0(t) = 0 and

lim
t→+∞

ρ(t)u′(t)
Φ−1(σ1(t)) = 0. Then u ∈ X.

On the other hand, if u satis�es (2.9), we can prove that u ∈ X is a solution of BVP(2.8)

easily.
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Lemma 2.6. Suppose that x ∈ X. Then v ∈ Y is a solution of BVP

[Ψ(%(t)v′(t))]′ + q(t)g(t, x(t), x′(t)) = 0, a.e. t ∈ R,

lim
t→−∞

v(s) = 0, lim
t→+∞

%(t)v′(t) = 0,

∆v(ts) = B0,sJ0(ts, x(ts), x
′(ts)), s ∈ Z,

∆Ψ(%(ts)v
′(ts)) = B1,sJ1(ts, x(ts), x

′(ts)), s ∈ Z

(2.13)

if and only if

v(t) =
∑
ts<t

B0,sJ0(ts, x(ts), x
′(ts))

+
∫ t
−∞

1
%(s)Ψ−1

(∫ +∞
s

q(u)g(u, x(u), x′(u))du−
∑
tj≥s

B1,jJ1(tj , x(tj), x
′(tj))

)
ds.

(2.14)

Proof. The proof is similar to that of the proof of Lemma 2.5 and is omitted.

De�ne the operator T on E by T (x, y)(t) = (T1(x, y)(t), T2(x, y)(t)) with

T1(x, y)(t) =
∑
ts<t

A0,sI0(ts, y(ts), y
′(ts))

+
∫ t
−∞

Φ−1

∫+∞
s

p(u)f(u,y(u),y′(u))du−
∑
tj≥s

A1,jI1(tj ,y(tj),y
′(tj))


ρ(s) ds,

(2.15)

and

T2(x, y)(t) =
∑
ts<t

B0,sJ0(ts, x(ts), x
′(ts))

+
∫ t
−∞

Ψ−1

∫+∞
s

q(u)g(u,x(u),x′(u))du−
∑
tj≥s

B1,jJ1(tj ,x(tj),x
′(tj))


%(s) ds.

(2.16)

Lemma 2.7. The following results hold:

(i) T : E → E is well de�ned.

(ii) (x, y) ∈ E is a solution of BVP(1.5) if and only if (x, y) is a �xed point of T in E.

(iii) T : E → E is completely continuous.
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Proof. From Lemma 2.2, E is a Banach space. From Lemma 2.5 and Lemma 2.6, we know that

(i) and (ii) hold. Note Lemma 2.3 and Lemma 2.4, the proof of (iii) is similar to that of the proof

of Lemma 2.4 in [32] and is omitted.

3 Main Theorems

In this section, the main results on the existence of solutions of BVP(1.5) are established. To

establish the �rst result, we need the following assumption:

(A) There exist nonnegative constants A1,j ≥ 0, B1,j ≥ 0(j = 0, 1, · · · ,m), ai,j ≥ 0, bi,j ≥
0(i = 1, 2, j = 0, 1, · · · ,m), and τi,j , σi,j ≥ 0(i = 1, 2, j = 1, 2, · · · ,m) satisfying

∣∣∣f (t, τ0(t)u, Ψ−1(τ1(t))
%(t) v

)∣∣∣ ≤ Φ

(
A1,0 +

m∑
j=1

A1,j |u|τ1,j |v|σ1,j

)
, u, v ∈ R, a.e. t ∈ R,

∣∣∣g (t, σ0(t)u, Φ−1(σ1(t))
ρ(t) v

)∣∣∣ ≤ Ψ

(
B1,0 +

m∑
j=1

B1,j |u|τ2,j |v|σ2,j

)
, u, v ∈ R, a.e. t ∈ R,

∣∣∣I0 (ts, τ0(ts)u,
Ψ−1(τ1(ts))

%(ts)
v
)∣∣∣ ≤ a1,0 +

m∑
j=1

a1,j |u|τ1,j |v|σ1,j , u, v ∈ R, s ∈ Z,

∣∣∣J0

(
ts, σ0(ts)u,

Φ−1(σ1(ts))
ρ(ts)

v
)∣∣∣ ≤ b1,0 +

m∑
j=1

b1,j |u|τ2,j |v|σ2,j , u, v ∈ R, s ∈ Z,

∣∣∣I1 (ts, τ0(ts)u,
Ψ−1(τ1(ts))

%(ts)
v
)∣∣∣ ≤ Φ

(
a2,0 +

m∑
j=1

a2,j |u|τ1,j |v|σ1,j

)
, u, v ∈ R, s ∈ Z,

∣∣∣J1

(
ts, σ0(ts)u,

Φ−1(σ1(ts))
ρ(ts)

v
)∣∣∣ ≤ Ψ

(
b2,0 +

m∑
j=1

b2,j |u|τ2,j |v|σ2,j

)
, u, v ∈ R, s ∈ Z.

We denote

σ = max{τ1,j + σ1,j , τ2,j + σ2,j : j = 1, 2, · · · ,m},

A1 = sup
s∈Z

∑s
j=−∞ A0,s

1+
∫ ts
−∞

du
ρ(u)

,

B1 = sup
t∈R

σq1
1+
∫ t
−∞

du
ρ(u)

∫ t
−∞

Φ−1(
∫+∞
s

p(u)du)
ρ(s) ds,

C1 = sup
t∈R

σq1
1+
∫ t
−∞

du
ρ(u)

∫ t
−∞

Φ−1
(∑

tj≥s
A1,j

)
ρ(s) ds,
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D1 = σq1 sup
t∈R

Φ−1
( ∫+∞

t
p(u)du

1+
∫+∞
t

p(s)ds

)
,

E1 = σq1 sup
s∈Z

Φ−1

( ∑+∞
j=s+1 A1,j

1+
∫+∞
tj+1

p(s)ds

)
,

P1 = A1a1,0 + (B1 +D1)A1,0 + (C1 + E1)a2,0,

Q1
i = A1a1,i + (B1 +D1)A1,i + (C1 + E1)a2,i, i = 1, 2, · · · ,m

and

A2 = sup
s∈Z

∑s
j=−∞ B0,s

1+
∫ ts
−∞

du
%(u)

,

B2 = sup
t∈R

σq2
1+
∫ t
−∞

du
%(u)

∫ t
−∞

Ψ−1(
∫+∞
s

q(u)du)
%(s) ds,

C2 = sup
t∈R

σq2
1+
∫ t
−∞

du
%(u)

∫ t
−∞

Ψ−1
(∑

tj≥s
B1,j

)
%(s) ds,

D2 = σq2 sup
t∈R

Ψ−1
( ∫+∞

t
q(u)du

1+
∫+∞
t

q(s)ds

)
,

E2 = σq2 sup
s∈Z

Ψ−1

( ∑+∞
j=s+1 B1,j

1+
∫+∞
tj+1

q(s)ds

)
,

P2 = A2a2,0 + (B2 +D2)B1,0 + (C2 + E2)b2,0,

Q2
i = A2a2,i + (B2 +D2)B1,i + (C2 + E2)b2,i, i = 1, 2, · · · ,m,

A = max{P1, P2},

B = max

{
m∑
i=1

Q1
i ,

m∑
i=1

Q2
i

}
.

Theorem 3.1. Suppose that (a)-(g) and (A) hold and
∫ t
−∞

Φ−1(σ1(s))
ρ(s) ds and

∫ t
−∞

Ψ−1(τ1(s))
%(s) ds

are convergent. Then BVP(1.5) has at least one positive solution if

(i) σ ∈ (0, 1) or

(ii) σ = 1 and B < 1 or

(iii) σ > 1 and B(A+B)σ−1 ≤ (σ−1)σ−1

σσ .

Proof. We will apply Lemma 2.1 to show the results. Let X,Y,E and T be de�ned in section 2.
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From Lemma 2.7, T : E → E is a completely continuous operator and (x, y) ∈ E is a solution of

BVP(1.5) if and only if (x, y) is a �xed point of T in E.

For (x, y) ∈ E, we have

||(x, y)|| = max

{
sup
t∈R

|x(t)|
σ0(t) , sup

t∈R

ρ(t)|x′(t)|
Φ−1(σ1(t)) , sup

t∈R

|y(t)|
τ0(t) , sup

t∈R

%(t)|y′(t)|
Ψ−1(τ1(t))

}
= r < +∞.

So

|f(t, y(t), y′(t))| =
∣∣∣f (t, τ0(t) y(t)

τ0(t) ,
Ψ−1(τ1(t))

%(t)
%(t)y′(t)

Ψ−1(τ1(t))

)∣∣∣
≤ Φ

(
A1,0 +

m∑
j=1

A1,j

∣∣∣ y(t)
τ0(t)

∣∣∣τ1,j ∣∣∣ %(t)y′(t)
Ψ−1(τ1(t))

∣∣∣σ1,j

)

≤ Φ

(
A1,0 +

m∑
j=1

A1,j ||y||τ1,j+σ1,j

)
, a.e. t ∈ R,

|g (t, x(t), x′(t))| ≤ Ψ

(
B1,0 +

m∑
j=1

B1,j ||x||τ2,j+σ2,j

)
, a.e. t ∈ R,

|I0 (ts, y(ts), y
′(ts))| ≤ a1,0 +

m∑
j=1

a1,j ||y||τ1,j+σ1,j , s ∈ Z,

|J0 (ts, x(ts), x
′(ts))| ≤ b1,0 +

m∑
j=1

b1,j ||x||τ2,j+σ2,j , s ∈ Z,

|I1 (ts, y(ts), y
′(ts))| ≤ Φ

(
a2,0 +

m∑
j=1

a2,j ||y||τ1,j+σ1,j

)
, s ∈ Z,

|J1 (ts, x(ts), x
′(ts))| ≤ Ψ

(
b2,0 +

m∑
j=1

b2,j ||x||τ2,j+σ2,j

)
, s ∈ Z.

One knows that

φp(u+ v) ≤ σp[φp(u) + φp(v)], u, v ≥ 0 with σp =

{
1, 1 < p < 2,

2p−1, p ≥ 2.

Then (2.15) implies for t ∈ (ts, ts+1] that

|T1(x,y)(t)|
σ0(t) ≤ 1

σ0(t)

∑
ts<t

A0,s|I0(ts, y(ts), y
′(ts))|

+ 1
σ0(t)

∫ t
−∞

1
ρ(s)Φ−1

(∫ +∞
s

p(u)|f(u, y(u), y′(u))|du+
∑
tj≥s

A1,j |I1(tj , y(tj), y
′(tj))|

)
ds
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≤
∑s
j=−∞ A0,s

1+
∫ ts
−∞

du
ρ(u)

(
a1,0 +

m∑
i=1

a1,i||y||τ1,i+σ1,i

)

+
σq

1+
∫ t
−∞

du
ρ(u)

∫ t
−∞

Φ−1(
∫+∞
s

p(u)du)
ρ(s) ds

(
A1,0 +

m∑
i=1

A1,i||y||τ1,i+σ1,i

)

+
σq

1+
∫ t
−∞

du
ρ(u)

∫ t
−∞

Φ−1
(∑

tj≥s
A1,j

)
ρ(s) ds

(
a2,0 +

m∑
i=1

a2,i||y||τ1,i+σ1,i

)

≤ A1

(
a1,0 +

m∑
i=1

a1,i||(x, y)||τ1,i+σ1,i

)
+B1

(
A1,0 +

m∑
i=1

A1,i||(x, y)||τ1,i+σ1,i

)

+C1

(
a2,0 +

m∑
i=1

a2,i||(x, y)||τ1,i+σ1,i

)

≤ P1 +
m∑
i=1

Q1
i ||(x, y)||τ1,i+σ1,i .

On the other hand, we have for t ∈ (ts, ts+1] that

ρ(t)|(T1(x,y))′(t)|
Φ−1(σ1(t))

≤ 1
Φ−1(σ1(t))Φ−1

(∫ +∞
t

p(u)|f(u, y(u), y′(u))|du+
∑
tj≥t

A1,j |I1(tj , y(tj), y
′(tj))|

)

≤ Φ−1

( ∫+∞
t

p(u)du

1+
∫+∞
t

p(s)ds
Φ

(
A1,0 +

m∑
j=1

A1,j ||y||τ1,j+σ1,j

)

+
∑+∞
j=s+1 A1,j

1+
∫+∞
t

p(s)ds
Φ

(
a2,0 +

m∑
j=1

a2,j ||y||τ1,j+σ1,j

))

≤ σqΦ−1
( ∫+∞

t
p(u)du

1+
∫+∞
t

p(s)ds

)(
A1,0 +

m∑
j=1

A1,j ||y||τ1,j+σ1,j

)

+σqΦ
−1

( ∑+∞
j=s+1 A1,j

1+
∫+∞
tj+1

p(s)ds

)(
a2,0 +

m∑
j=1

a2,j ||y||τ1,j+σ1,j

)

≤ D1

(
A1,0 +

m∑
i=1

A1,i||y||τ1,i+σ1,i

)
+ E1

(
a2,0 +

m∑
i=1

a2,i||y||τ1,i+σ1,i

)

≤ P1 +
m∑
i=1

Q1
i ||(x, y)||τ1,i+σ1,i .
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It follows that

sup
t∈R
|T1(x, y)(t)| ≤ P1 +

m∑
i=1

Q1
i ||(x, y)||τ1,i+σ1,i . (3.17)

Similarly we get

sup
t∈R
|T2(x, y)(t)| ≤ P2 +

m∑
i=1

Q2
i ||(x, y)||τ1,i+σ1,i . (3.18)

It follows from (3.17) and (3.18) that

||(T1(x, y), T2(x, y))|| ≤ A+Bmax{||(x, y)||σ, 1} ≤ A+B +B||(x, y)||σ.

(i) σ ∈ (0, 1).

Since σ ∈ (0, 1), change r0 > 0 such that A + B + Brσ0 ≤ r0. Let Ω0 = {(x, y) ∈ X × Y :

||(x, y)|| ≤ r0}. Then we get

||(T1(x, y), T2(x, y))|| ≤ A+B +Brσ0 ≤ r0.

So TΩ0 ⊂ Ω0. Thus Lemma 2.1 implies that the operator T has at least one �xed point in

Ω0. So BVP(1.5) has at least one solution.

(ii) σ = 1 and B < 1.

Let r0 = A+B
1−B such that A+B +Br0 = r0. Let Ω0 = {(x, y) ∈ X × Y : ||(x, y)|| ≤ r0}. Then

we get

||T1(x, y), T2(x, y)|| ≤ A+B +Br0 ≤ r0.

So TΩ0 ⊂ Ω0. Thus Lemma 2.1 implies that the operator T has at least one �xed point in

Ω0. So BVP(1.5) has at least one solution.

(iii) σ > 1 and B(A+B)σ−1 ≤ (σ−1)σ−1

σσ .

Let r0 =
(

A+B
B(σ−1)

) 1
σ

. It is easy to show from (A+B)σ−1σσ

(σ−1)σ−1 ≤ 1
B that A + B + Brσ0 ≤ r0. Let

Ω0 = {(x, y) ∈ X × Y : ||(x, y)|| ≤ r0}. Then we get

||(T1(x, y), T2(x, y))|| ≤ A+B +Brσ0 ≤ r0.

So TΩ0 ⊂ Ω0. Thus Lemma 2.1 implies that the operator T has at least one �xed point (x, y)

in Ω0. So BVP(1.5) has at least one solution (x, y).

Since I0, J0, f, g are nonnegative functions and I1, J1 are non-positive functions, we know

by the de�nition of T1, T2 that (x, y) is a nonnegative solution of BVP(1.5). Furthermore, if

there exists t ∈ R such that [x(t)]2 + [y(t)]2 = 0, suppose that t ∈ (ts, ts+1] for some s ∈ Z,
from [Φ(ρ(t)x′(t))]′ = −p(t)f(t, y(t), y′(t)) ≤ 0 and [Ψ(%(t)y′(t))]′ = −q(t)g(t, x(t), x′(t)) ≤ 0,

I1, J1 are non-positive, we have ρ(t)x′(t) and %(t)y′(t) is nonincreasing on R. From the bound-

ary conditions in (1.5), we have ρ(t)x′(t) and %(t)y′(t) are nonnegative on R. Since I0, J0

are nonnegative and x, y are nondecreasing on R, we have x(t) ≡ y(t) ≡ 0 on (ts, t]. Then

p(t)f(t, 0, 0) = q(t)g(t, 0, 0) = 0 on (ts, t], a contradiction to (d). Thus (x, y) is a positive solution

of BVP(1.5).

Divulgaciones Matemáticas Vol. 17 No. 1(2016), pp. 46�75



66 Yuji Liu

Theorem 3.2. Suppose that (a)-(g) hold and there exist non-decreasing functions MI0 ,MJ0
,MI1

and MJ1 ,Mf ,Mg : R3 → [0,+∞) such that

∣∣∣f (t, τ0(t)u, Ψ−1(τ1(t))
%(t) v

)∣∣∣ ≤Mf (|u|, |v|), u, v ∈ R, a.e. t ∈ R,

∣∣∣g (t, σ0(t)u, Φ−1(σ1(t))
ρ(t) v

)∣∣∣ ≤Mg(|u|, |v|), u, v ∈ R, a.e. t ∈ R,

∣∣∣I0 (ts, τ0(ts)u,
Ψ−1(τ1(ts))

%(ts)
v
)∣∣∣ ≤MI0(|u|, |v|), u, v ∈ R, s ∈ Z,

∣∣∣J0

(
ts, σ0(ts)u,

Φ−1(σ1(ts))
ρ(ts)

v
)∣∣∣ ≤MJ0

(|u|, |v|), u, v ∈ R, s ∈ Z,

∣∣∣I1 (ts, τ0(ts)u,
Ψ−1(τ1(ts))

%(ts)
v
)∣∣∣ ≤MI1(|u|, |v|), u, v ∈ R, s ∈ Z,

∣∣∣J1

(
ts, σ0(ts)u,

Φ−1(σ1(ts))
ρ(ts)

v
)∣∣∣ ≤MJ1

(|u|, |v|), u, v ∈ R, s ∈ Z.

Then BVP(1.5) has at least one positive solution if

lim
r→+∞

1
r

MJ0(r, r)
+∞∑
s=−∞

B0,s +

(
1 + sup

t∈R

∫ t
−∞

Ψ−1(τ1(s))

%(s)
ds

τ0(t)

)
sup
k∈Z

+∞∑
s=k+1

B1,s

1+
∫+∞
tk+1

q(s)ds
MJ (r, r)

+

(
1 + sup

t∈R

∫ t
−∞

Ψ−1(τ1(s))

%(s)
ds

τ0(t)

)
Mg (r, r)

]
< 1,

(3.19)

and

lim
r→+∞

1
r

MI0(r, r)
+∞∑
s=−∞

A0,s +

(
1 + sup

t∈R

∫ t
−∞

Φ−1(σ1(s))

ρ(s)
ds

σ0(t)

)
sup
k∈Z

∞∑
s=k+1

A1,s

1+
∫+∞
tk+1

p(s)ds
MI (r, r)

+

(
1 + sup

t∈R

∫ t
−∞

Φ−1(σ1(s))

ρ(s)
ds

σ0(t)

)
Mf (r, r)

]
< 1.

(3.20)

Proof. Consider the set Ω = {(x, y) ∈ X × Y : (x, y) = λT (x, y), λ ∈ [0, 1]}. For (x, y) ∈ Ω, we
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have by the de�nition of T

[Φ(ρ(t)x′(t))]′ + λp(t)f(t, y(t), y′(t)) = 0, a.e. t ∈ R,

[Ψ(%(t)y′(t))]′ + λq(t)g(t, x(t), x′(t)) = 0, a.e. t ∈ R,

lim
t→−∞

x(t) = 0, lim
t→+∞

ρ(t)x′(t) = 0,

lim
t→−∞

y(t) = 0, lim
t→+∞

%(t)y′(t) = 0,

∆x(ts) = λA0,sI0(ts, y(ts), y
′(ts)), ∆Φ(ρ(ts)x

′(ts)) = λA1,sI1(ts, y(ts), y
′(ts)), s ∈ Z,

∆y(ts) = λB0,sJ0(ts, x(ts), x
′(ts)), ∆Ψ(%(ts)y

′(ts)) = λB1,sJ1(ts, x(ts), x
′(ts)), s ∈ Z.

From the assumption, we have

|f (t, y(t), y′(t))| ≤Mf (||y||, ||y||), a.e. t ∈ R,

|g (t, x(t), x′(t))| ≤Mg(||x||, ||x||), a.e. t ∈ R,

|I0 (ts, y(ts), y
′(ts))| ≤MI0(||y||, ||y||), s ∈ Z,

|J0 (ts, x(ts), x
′(ts))| ≤MJ0(||x||, ||x||), s ∈ Z,

|I1 (ts, y(ts), y
′(ts))| ≤MI1(||y||, ||y||), s ∈ Z,

|J1 (ts, x(ts), x
′(ts))| ≤MJ1

(||x||, ||x||), s ∈ Z.

Then
|x(t)|
σ0(t) = 1

σ0(t)

∣∣∣∫ t−∞ x′(s)ds
∣∣∣+

∣∣∣∣ ∑
ts<t

λA0,sI0(ts, y(ts), y
′(ts))

∣∣∣∣
≤ 1

σ0(t)

∫ t
−∞

Φ−1(σ1(s))
ρ(s)

ρ(s)|x′(s)|
Φ−1(σ1(s))ds+

∑
ts<t

A0,s |I0(ts, y(ts), y
′(ts))|

≤ 1
σ0(t)

∫ t
−∞

Φ−1(σ1(s))
ρ(s) ds sup

t∈R

ρ(t)|x′(t)|
Φ−1(σ1(t)) +

∑
ts<t

A0,sMI0

(
|y(ts)|
τ0(ts)

, %(ts)|y
′(ts)|

Ψ−1(τ1(ts))

)
≤ 1

σ0(t)

∫ t
−∞

Φ−1(σ1(s))
ρ(s) ds sup

t∈R

ρ(t)|x′(t)|
Φ−1(σ1(t)) +

∑
ts<t

A0,sMI0 (||y||, ||y||) .

Since lim
t→−∞

σ0(t) = 0 and lim
t→+∞

σ0(t) = +∞, we have

lim
t→+∞

1
σ0(t)

∫ t
−∞

Φ−1(σ1(s))
ρ(s) ds = lim

t→+∞
Φ−1(σ1(t)) = 1.
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Then
|x(t)|
σ0(t) ≤ sup

t∈R

∫ t
−∞

Φ−1(σ1(s))

ρ(s)
ds

σ0(t) sup
t∈R

ρ(t)|x′(t)|
Φ−1(σ1(t)) +MI0(||y||, ||y||)

+∞∑
s=−∞

A0,s.

Similarly we have

|y(t)|
τ0(t) ≤ sup

t∈R

∫ t
−∞

Ψ−1(τ1(s))

%(s)
ds

τ0(t) sup
t∈R

%(t)|y′(t)|
Ψ−1(τ1(t)) +MJ0

(||y||, ||y||)
+∞∑
s=−∞

A1,s.

On the other hand, we have for t ∈ (tk, tk+1]

|Φ(ρ(t)x′(t))|
σ1(t) = Φ

(
ρ(t)|x′(t)|
Φ−1(σ1(t))

)
≤ 1

σ1(t)

∑
ts≥t
|∆[Φ(ρ(ts)x

′(ts))]|+ 1
σ1(t)

∫ +∞
t
|p(s)||f(s, y(s), y′(s))|ds

≤ 1
σ1(t)

∑
ts≥t

A1,s|I1(ts, y(ts), y
′(ts))|+ 1

σ1(t)

∫ +∞
t
|p(s)||f(s, y(s), y′(s))|ds

≤ 1
1+
∫+∞
tk+1

p(s)ds

+∞∑
s=k+1

A1,sMI1

(
|y(ts)|
τ0(ts)

, %(ts)|y
′(ts)|

Ψ−1(τ1(ts))

)
+ 1

σ1(t)

∫ +∞
t
|p(s)|Mf

(
|y(s)|
τ0(s) ,

%(s)|y′(s)|
Ψ−1(τ1(s))

)
ds

≤ 1
1+
∫+∞
tk+1

p(s)ds

+∞∑
s=k+1

A1,sMI1 (||y||, ||y||) + 1
σ1(t)

∫ +∞
t
|p(s)|Mf (||y||, ||y||) ds

≤ sup
k∈Z

+∞∑
s=k+1

A1,s

1+
∫+∞
tk+1

p(s)ds
MI (||y||, ||y||) +Mf (||y||, ||y||) .

It follows that

|x(t)|
σ0(t) ≤ sup

t∈R

∫ t
−∞

Φ−1(σ1(s))

ρ(s)
ds

σ0(t) sup
k∈Z

+∞∑
s=k+1

A1,s

1+
∫+∞
tk+1

p(s)ds
MI (||y||, ||y||) +MI0(||y||, ||y||)

+∞∑
s=−∞

A0,s

+ sup
t∈R

∫ t
−∞

Φ−1(σ1(s))

ρ(s)
ds

σ0(t) Mf (||y||, ||y||) .

Hence

||x|| = max

{
sup
t∈R

|x(t)|
σ0(t) , sup

t∈R

|Φ(ρ(t)x′(t))|
σ1(t)

}

≤MI0(||y||, ||y||)
+∞∑
s=−∞

A0,s +

[
1 + sup

t∈R

∫ t
−∞

Φ−1(σ1(s))

ρ(s)
ds

σ0(t)

]
sup
k∈Z

+∞∑
s=k+1

A1,s

1+
∫+∞
tk+1

p(s)ds
MI (||y||, ||y||)

+

[
1 + sup

t∈R

∫ t
−∞

Φ−1(σ1(s))

ρ(s)
ds

σ0(t)

]
Mf (||y||, ||y||) .
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Similarly we have

||y|| ≤MJ0
(||x||, ||x||)

+∞∑
s=−∞

B0,s +

[
1 + sup

t∈R

∫ t
−∞

Ψ−1(τ1(s))

%(s)
ds

τ0(t)

]
sup
k∈Z

+∞∑
s=k+1

B1,s

1+
∫+∞
tk+1

q(s)ds
MJ (||x||, ||x||)

+

[
1 + sup

t∈R

∫ t
−∞

Ψ−1(τ1(s))

%(s)
ds

τ0(t)

]
Mg (||x||, ||x||) .

Case 1. If ||x|| ≤ ||y||, then

||y|| ≤MJ0(||y||, ||y||)
+∞∑
s=−∞

B0,s +

[
1 + sup

t∈R

∫ t
−∞

Ψ−1(τ1(s))

%(s)
ds

τ0(t)

]
sup
k∈Z

+∞∑
s=k+1

B1,s

1+
∫+∞
tk+1

q(s)ds
MJ (||y||, ||y||)

+

[
1 + sup

t∈R

∫ t
−∞

Ψ−1(τ1(s))

%(s)
ds

τ0(t)

]
Mg (||y||, ||y||) .

From (3.19), then there exists M > 0 such that ||y|| ≤M . So

||x|| ≤MI0(M,M)
+∞∑
s=−∞

A0,s +

[
1 + sup

t∈R

∫ t
−∞

Φ−1(σ1(s))

ρ(s)
ds

σ0(t)

]
sup
k∈Z

+∞∑
s=k+1

A1,s

1+
∫+∞
tk+1

p(s)ds
MI (M,M)

+

[
1 + sup

t∈R

∫ t
−∞

Φ−1(σ1(s))

ρ(s)
ds

σ0(t)

]
Mf (M,M) .

Then Ω = {(x, y) ∈ X × Y : (x, y) = λT (x, y), λ ∈ [0, 1]} is bounded. Hence Schaufer's �xed

point theorem implies that T has a �xed point (x, y). Similarly to Theorem 3.1, we can prove

that (x, y) is a positive solution of BVP(1.5).

Case 2. If ||y|| ≤ ||x||, then

||x|| ≤MI0(||x||, ||x||)
+∞∑
s=−∞

A0,s +

[
1 + sup

t∈R

∫ t
−∞

Φ−1(σ1(s))

ρ(s)
ds

σ0(t)

]
sup
k∈Z

∞∑
s=k+1

A1,s

1+
∫+∞
tk+1

p(s)ds
MI (||x||, ||x||)

+

[
1 + sup

t∈R

∫ t
−∞

Φ−1(σ1(s))

ρ(s)
ds

σ0(t)

]
Mf (||x||, ||x||) .

From (3.20), then there exists M > 0 such that ||x|| ≤M . So

||y|| ≤MJ0
(M,M)

+∞∑
s=−∞

B0,s +

[
1 + sup

t∈R

∫ t
−∞

Ψ−1(τ1(s))

%(s)
ds

τ0(t)

]
sup
k∈Z

+∞∑
s=k+1

B1,s

1+
∫+∞
tk+1

q(s)ds
MJ (M,M)

+

[
1 + sup

t∈R

∫ t
−∞

Ψ−1(τ1(s))

%(s)
ds

τ0(t)

]
Mg (M,M) .
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Then Ω = {(x, y) ∈ X × Y : (x, y) = λT (x, y), λ ∈ [0, 1]} is bounded. Hence Schaufer's �xed
point theorem implies that T has a �xed point (x, y). Similarly to Theorem 3.1, we can prove

that (x, y) is a positive solution of BVP(1.5).

4 An example

In this section, we present an example to illustrate the main theorems.

Example 4.1. Consider the following problem consisting of the di�erential equations

[(e−tx′(t))3]′ + e−2t

(
A1,0 +A1,1

(
y(t)

1+ 1
2 e

2t

)τ1,1 ( e2ty′(t)
5
√

1+ 1
2 e
−2t

)σ1,1
)3

= 0, a.e. t ∈ R,

[(e−2ty′(t))5]′ + e−2t

(
B1,0 +B1,1

(
x(t)
1+et

)τ2,1 ( etx′(t)
3
√

1+ 1
2 e
−2t

)σ2,1
)5

= 0, a.e. t ∈ R

(4.21)

the boundary conditions

lim
t→−∞

x(t) = 0, lim
t→+∞

etx′(t) = 0, lim
t→−∞

y(t) = 0, lim
t→+∞

e2ty′(t) = 0, (4.22)

and the impulse e�ects

∆x(s) = 2s
[
a1,0 + a1,1

(
y(s)

1+ 1
2 e

2s

)τ1,1 ( e−2sy′(s)
5
√

1+ 1
2 e
−2s

)σ1,1
]
,

∆(e−sx′(s))3 = 2−s
(
a2,0 + a2,1

(
y(s)

1+ 1
2 e

2s

)τ1,1 ( e−2sy′(s)
5
√

1+ 1
2 e
−2s

)σ1,1
)3

, s ∈ Z,

∆y(s) = 3s
[
b1,0 + b1,1

(
x(s)
1+es

)τ2,1 ( e−sx′(s)
3
√

1+ 1
2 e
−2s

)σ2,1
]
,

∆(e−2sy′(s))5 = 3−s
(
b2,0 + b2,1

(
x(s)
1+es

)τ2,1 ( e−sx′(s)
3
√

1+ 1
2 e
−2s

)σ2,1
)5

, s ∈ Z.

(4.23)

Corresponding to BVP(1.5), we �nd that

ts = s, s ∈ Z, (e) holds,

Φ(x) = x3, Ψ(x) = x5, Φ−1(x) = x
1
3 , Ψ−1(x) = x

1
5 ,

with p1 = 3, p2 = 5, q1 = 3
2 , q2 = 5

4 , (c) holds,

ρ(t) = e−t, %(t) = e−2t, p(t) = e−2t, q(t) = e−2t, (a) and (b) hold,

A0,s = 2s, B0,s = 3s, A1,s = 2−s, B1,s = 3−s, s ∈ Z, (g) holds,
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σ0(t) = 1 + et, σ1(t) = 1 + 1
3e
−3t,

τ0(t) = 1 + 1
2e

2t, τ1(t) = 1 + 1
2e
−2t,

f (t, u, v) =

(
A1,0 +A1,1

(
|u|

1+ 1
2 e

2t

)τ1,1 ( e2t|v|
5
√

1+ 1
2 e
−2t

)σ1,1
)3

,

g (t, u, v) =

(
B1,0 +B1,1

(
|u|

1+et

)τ2,1 ( et|v|
3
√

1+ 1
3 e
−3t

)σ2,1
)5

,

I0 (ts, u, v) = a1,0 + a1,1

(
|u|

1+ 1
2 e

2ts

)τ1,1 ( e2ts |v|
5
√

1+ 1
2 e
−2ts

)σ1,1

,

J0 (ts, u, v) = b1,0 + b1,1

(
|u|

1+ets

)τ2,1 ( ets |v|
3
√

1+ 1
2 e
−2ts

)σ2,1

,

I1 (ts, u, v) = −
(
a2,0 + a2,1

(
|u|

1+ 1
2 e

2ts

)τ1,1 ( e2ts |v|
5
√

1+ 1
2 e
−2ts

)σ1,1
)3

,

J1 (ts, u, v) = −
(
b2,0 + b2,1

(
|u|

1+ets

)τ2,1 ( ets |v|
3
√

1+ 1
2 e
−2ts

)σ2,1
)5

.

One sees that ∣∣∣f (t, τ0(t)u, Ψ−1(τ1(t))
%(t) v

)∣∣∣ ≤ (A1,0 +A1,1|u|τ1,1 |v|σ1,1)
3
,

∣∣∣g (t, σ0(t)u, Φ−1(σ1(t))
ρ(t) v

)∣∣∣ ≤ (B1,0 +B1,1|u|τ2,1 |v|σ2,1)
5
,

∣∣∣I0 (ts, τ0(ts)u,
Ψ−1(τ1(ts))

%(ts)
v
)∣∣∣ ≤ a1,0 + a1,1|u|τ1,1 |v|σ1,1 ,

∣∣∣J0

(
ts, σ0(ts)u,

Φ−1(σ1(ts))
ρ(ts)

v
)∣∣∣ ≤ b1,0 + b1,1|u|τ2,1 |v|σ2,1 ,

∣∣∣I1 (ts, τ0(ts)u,
Ψ−1(τ1(ts))

%(ts)
v
)∣∣∣ ≤ (a2,0 + a2,1|u|τ1,1 |v|σ1,1)

3
,

∣∣∣J1

(
ts, σ0(ts)u,

Φ−1(σ1(ts))
ρ(ts)

v
)∣∣∣ ≤ (b2,0 + b2,1|u|τ2,1 |v|σ2,1)

5
.

One sees that (d), (f) and (A) hold. By direct computation, we get

σ = max{τ1,1 + σ1,1, τ2,1 + σ2,1},

A1 = sup
s∈Z

∑s
j=−∞ 2j

1+es = sup
s∈Z

2s+1

1+es < 2,
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B1 = 3
3√2

sup
t∈R

e
1
3
t

1+et <
3
3√2
,

C1 = sup
t∈R

1
1+et

∫ t
−∞

3
√∑+∞

j=s 2−j

e−s ds =
3√2

1−ln 3√2
sup
t∈R

(
e
3√2

)t
1+et <

3√2
1−ln 3√2

,

D1 = sup
t∈R

3

√ ∫+∞
t

p(u)du

1+
∫+∞
t

p(s)ds
< 1,

E1 = sup
s∈Z

3

√ ∑+∞
j=s+1 2−j

1+
∫+∞
s+1

e−2sds
= sup

s∈Z
3

√
2−s

1+ 1
2 e
−2(s+1) < 2,

P1 < 2a1,0 +
(

1 + 3
3√2

)
A1,0 +

(
2 +

3√2
1−ln 3√2

)
a2,0 < 2a1,0 + 3.4A1,0 + 3.7a2,0,

Q1
1 < 2a1,1 +

(
1 + 3

3√2

)
A1,1 +

(
2 +

3√2
1−ln 3√2

)
a2,1 < 2a1,1 + 3.4A1,1 + 3.7a2,1,

and

A2 = sup
s∈Z

∑s
j=−∞ 3j

1+ 1
2 e

2s = sup
s∈Z

3
2 3s

1+ 1
2 e

2s < 3,

B2 = 5
8 5√2

sup
t∈R

e
8
5
t

1+ 1
2 e

2t <
5

4 5√2
,

C2 = sup
t∈R

1
1+ 1

2 e
2t

∫ t
−∞

5
√∑+∞

j=s 3−j

e−2s ds =
5
√

3
2

2−ln 5√3
sup
t∈R

(
e2

5√3

)t
1+ 1

2 e
2t <

2 5
√

3
2

2−ln 5√3
,

D2 = sup
t∈R

Ψ−1
( ∫+∞

t
q(u)du

1+
∫+∞
t

q(s)ds

)
< 1,

E2 = sup
s∈Z

5

√
3
2 3−s−1

1+ 1
2 e
−2(s+1) < 3,

P2 < 3a2,0 +
(

1 + 5
4 5√2

)
B1,0 +

(
2 5
√

3
2

2−ln 5√3
+ 3

)
b2,0 < 3a2,0 + 2.1B1,0 + 4.3b2,0,

Q2
1 < 3a2,1 +

(
1 + 5

4 5√2

)
B1,1 +

(
2 5
√

3
2

2−ln 5√3
+ 3

)
b2,1 < 3a2,1 + 2.1B1,1 + 4.3b2,1,

A = max{P1, P2} < 2a1,0 + 3.4A1,0 + 3.7a2,0 + 3a2,0 + 2.1B1,0 + 4.3b2,0,

B = max
{
Q1

1, Q
2
1

}
< 2a1,1 + 3.4A1,1 + 3.7a2,1 + 3a2,1 + 2.1B1,1 + 4.3b2,1.

By Theorem 3.1, then BVP(4.19)-(4.21) has at least one positive solution if
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(i) σ ∈ (0, 1) or

(ii) σ = 1 and 2a1,1 + 3.4A1,1 + 3.7a2,1 + 3a2,1 + 2.1B1,1 + 4.3b2,1 < 1 or

(iii) σ > 1 and 2a1,1 + 3.4A1,1 + 3.7a2,1 + 3a2,1 + 2.1B1,1 + 4.3b2,1(2a1,0 + 3.4A1,0 + 3.7a2,0 +

3a2,0 +2.1B1,0 +4.3b2,0 +2a1,1 +3.4A1,1 +3.7a2,1 +3a2,1 +2.1B1,1 +4.3b2,1)σ−1 ≤ (σ−1)σ−1

σσ .

Remark 4.1. Similarly to Theorem 3.1 in [32], we can establish existence result of solutions

for BVP(1.5) under the assumptions that both p(t)f(t, u, v) and q(t)g(t, u, v) are Carathédory

functions. Since both e−2t is not measurable on R, we know that both t → e−2tf(t, u, v) and

t → e−2tg(t, u, v) are not Carathéodory functions. Then this kind of similar result can not be

applied to solve Example 4.1.
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Resumen

El problema abordado en esta investigación se centra en la caracterización de los signi�-
cados personales de la derivada en estudiantes de Ingeniería, en el que se analizan los errores
que cometen, las di�cultades y con�ictos semióticos que se hacen presentes en un proceso de
enseñanza y aprendizaje de esta noción. Formó parte de un trabajo de investigación sobre
los signi�cados personales de la derivada en estudiantes de Ingeniería, del cual se consideran
la descripción del problema destacando la importancia de esta noción para los Ingenieros en
proceso de formación. El trabajo se sustenta en el Modelo Semiótico Antropológico propuesto
por Godino y Batanero (1994) y usado por Arrieche (2002) y Meléndez (2005), actualmente
conocido con el nombre: Enfoque ontosemiótico de la cognición e instrucción matemática
(Godino, 2002; Contreras, Font, Luque y Ordóñez, 2005). Metodológicamente se sigue un
paradigma de tipo mixto, combinando esquemas cualitativos y cuantitativos: por una parte
se cuanti�can las respuestas parcialmente correctas, las incorrectas y los diferentes tipos de
errores cometidos, por la otra se analiza la naturaleza de los errores y sus efectos sobre la
calidad de las respuestas. Los signi�cados personales declarados (Godino, 2003) los repre-
sentan los sistemas de prácticas discursivas o actuativas puestas en juego en las respuestas
correctas e incorrectas, mientras que los errores y con�ictos semióticos del aprendizaje se
re�ejan en las discordancias manifestadas entre estos signi�cados y la referencia institucio-
nal. Los errores fueron de tipo conceptual, de operaciones básicas, de aplicación de fórmulas,
de procedimiento y de simbología y nomenclatura. Finalmente, mediante la aplicación del
análisis semiótico a la solución del cuestionario propuesto por el investigador, se identi�can
potenciales con�ictos de signi�cado; en el análisis semiótico practicado al cuestionario res-
pondido por el estudiante que obtuvo la mayor cali�cación, destacan la ausencia de prácticas
discursivas y las validativas se suponen implícitas en los procedimientos.

Palabras y frases clave: Signi�cado personal, análisis semiótico, derivadas.

Abstract

The problem aproached in this investigation is centred in the caracterización of the
derivate's personals meanings in ingeneering students, on which are analyzed the errors,
the di�culties and semiotics troubles presents in the process of teching and learnig of this
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concept. It was part of an investigation work about the derivate's personals signi�cates in
ingeneering students, from which is considered the problem description standing out the
importance of this notion por the Engeneer in training process. The work is supported by
the Semiotic Anthropologyc Model proposed for Godino y Batanero (1994) and used for
Arrieche (2002) y Meléndez (2005), actually known as: focus ontosemiotico of cognition and
mathematical instruction (Godino, 2002; Contreras, Font, Luque and Ordonez, 2005). The
method followed is a mixed paradigm, for the combination of cualitatives and cuantitatives
schemes: �rst are quanti�ed the partially correct answers, the incorrects and the di�erents
error's types; on the other hand, is analyzed the error's nature and their e�ects on the
answers quality. The declared personals signi�cates (Godino, 2003) are represented by the
discrsives and actuativas practices systems showed in the corrects and incorrects answers,
whereas the errors and semiotics troubles of the learning be re�ected in the discords be-
tween this meanings and the institutional reference. The errors was of conceptual type, of
basics operations, of formula's application, of proceedings, of symbology and nomenclature.
Finbaly, by application of semiotic analysis to questionnaire's answer proposed for the re-
searcher, are identi�ed potentials meanings troubles; in the semiotic analysis practiced at
the questionnaire answered for the student with bigger grade, are standed out the absence
of discursives practices and the validates are sopossed implicit in the proceedings.

Key words and phrases: Personal meaning, semiotic analysis, derivate's.

1 Introducción

Este trabajo está inserto en la línea de investigación perspectivas del enfoque semiótico antropo-
lógico para la didáctica de la matemática (Arrieche, 2003) y enmarcado en la faceta cognitiva de
la investigación sobre los signi�cados personales de la derivada en estudiantes de ingeniería, desa-
rrollado en el programa de Maestría en Enseñanza de la Matemática en la Universidad Rómulo
Gallegos. Usamos la noción de signi�cado en el sentido dado por Godino y Batanero (1994) como
el sistema de prácticas (actuativas y discursivas) manifestadas por un sujeto ante una cierta clase
de tareas. Mediante la prueba de conocimientos aplicada se determina el signi�cado personal
declarado, Godino (2003), incluyendo respuestas correctas e incorrectas desde el punto de vista
institucional. La discordancia existente entre los signi�cados personales e institucionales consti-
tuye los errores y con�ictos semióticos del aprendizaje, mientras el signi�cado personal logrado es
el que se corresponde con la referencia institucional. Este trabajo se compone del Planteamiento
del problema, Antecedentes de la investigación, la Metodología, Análisis y discusión de los datos,
las Conclusiones y las Referencias bibliográ�cas.

2 Planteamiento del Problema

La derivada es un objeto matemático de especial importancia para los estudiantes de Ingeniería,
porque es una herramienta básica para la evaluación del comportamiento de modelos matemá-
ticos representativos de situaciones reales, como es el caso de análisis de rapidez de variación,
optimización, análisis de curvas, etc. De allí la necesidad de proporcionar a los estudiantes de
ingeniería la mayor solidez en conocimiento de las derivadas y sus aplicaciones. Al respecto, Me-
léndez (2003), señala que en el caso de los estudiantes de Ingeniería Agronómica en la Universidad
Rómulo Gallegos, esta solidez de conocimientos se ve afectada por el bajo rendimiento académico
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en las asignaturas Matemática I y Matemática II, en las que se ha registrado índices de aproba-
dos alrededor del 11%, junto con índices de deserción que superan el 50% y una muy marcada
repetición de los estudios.

La pregunta: ¾Cuáles son los signi�cados personales que tienen los estudiantes de ingeniería,
sobre las derivadas y sus aplicaciones?, es la que motiva esta investigación con el propósito
de indagar sobre las di�cultades que enfrentan los estudiantes, los errores que cometen y que
efectivamente aprenden sobre un tema que reviste especial importancia para ellos, así como las
causas de los indicadores de resultado negativo en el proceso de enseñanza y aprendizaje.

En ese sentido, surgen otras preguntas especí�cas para tratar de dar respuesta a la pregunta
inicial: de carácter epistémico: ¾Qué son las derivadas?, ¾Cuál es el origen de las derivadas?; de
carácter cognitivo: ¾Qué di�cultades, errores y obstáculos presentan los estudiantes de ingeniería
en el estudio de las derivadas?, de carácter Instruccional: ¾Cómo se enseñan las derivadas a los
estudiantes universitarios? En este trabajo se intentará responder a la pregunta de carácter cog-
nitivo, mediante la aplicación de un cuestionario sobre aspectos fundamentales de las derivadas,
a un grupo de 60 estudiantes de Ingeniería Agronómica de la Universidad Rómulo Gallegos de
San Juan de los Morros cursantes de Matemática II.

3 Antecedentes de la investigación

En este apartado se hace referencia a algunos trabajos realizados por investigadores en didáctica
de la matemática, en los que se consideran obstáculos epistemológicos y con�ictos semióticos que
surgen durante el proceso de instruccional de la matemática, y de la derivada en particular.

Contreras de la Fuente (2000), en un trabajo sobre límites bajo perspectivas de los enfoques
epistemológicos y semióticos, señala: �las concepciones y obstáculos epistemológicos detectados a
lo largo de la evolución histórica de los conceptos se repiten, con determinadas diferencias, como
concepciones y obstáculos cognitivos en los sujetos durante el proceso de enseñanza-aprendizaje
de los conceptos del Análisis Matemático�.(p. 4) Los obstáculos epistemológicos son �barreras�
que impiden o di�cultan la consumación del acto de comprensión. A lo largo del proceso de
enseñanza y aprendizaje se van superando estos obstáculos en la medida que se asciende en los
niveles de comprensión, una vez que se va rompiendo con las anteriores y se da lugar a nuevas
concepciones. �El desarrollo del conocimiento no es acumulativo, es decir, cuando se pasa de
un nivel de comprensión a otro se da simultáneamente una integración y una reorganización del
conocimiento�(Contreras de la Fuente, 2000).

Inglada y Font (2003), en un trabajo sobre signi�cados institucionales y personales de la
derivada analizan algunos con�ictos semióticos relacionados con la notación ∆x

∆y ; uno de estos
con�ictos se fundamenta en el hecho que Leibnitz consideraba a dy como la diferencia in�ni-
tamente pequeña de dos ordenadas sucesivas y a dx como la diferencia in�nitamente pequeña
entre dos valores consecutivos de las abscisas, sin embargo, por temor a la crítica presentó al
público un concepto diferencial muy diferente pero que cumplía las mismas reglas, el incremento
in�nitesimal.

Otro con�icto lo llaman �La complejidad del paso de la derivada en un punto a la función
derivada �(p. 8). Plantean que en los libros de texto que se sometieron al análisis semiótico, los
autores no son conscientes de esta di�cultad o no le prestan la atención necesaria y, además,
sostienen que determinados usos de la notación ∆x

∆y pueden presentar más inconvenientes cuando
se toma en cuenta la complejidad semiótica considerada en este punto. Finalmente, plantean
los con�ictos semióticos relacionados con la notación incremental y presentan un detalle del
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entramado de funciones semióticas que debe activar el alumno para comprender la de�nición de
derivada.

Hitt (2003), analiza las di�cultades presentes en el aprendizaje del cálculo; sostiene que además
de los problemas de entendimiento de los procesos in�nitos, debe añadirse los derivados del mal
aprendizaje de precálculo. Respecto a la derivada, menciona la di�cultad para los estudiantes
establecer representaciones visuales de los conceptos matemáticos, además de su resistencia a
hacerlo. Pensar visualmente requiere de procesos cognitivos más profundos que pensar en forma
algorítmica. Las comparaciones mediante cuadros de visualización y resolución de problemas,
en los cuales se separan los sistemas algebraicos de representaciones, las ideas intuitivas y los
sistemas geométricos de representaciones, identi�can fallas cometidas por profesores pero también
sostienen que utilizando la idea intuitiva se puede representar geométricamente las condiciones
de los problemas y lograr su solución mediante los procesos algebraicos; esto es un alerta para
sugerir que los métodos tradicionales son insu�cientes, si se quiere buenos estudiantes que hagan
un uso creativo del cálculo.

4 Metodología

4.1 Enfoque Metodológico

La caracterización de los signi�cados de los estudiantes sobre la derivada se lleva a cabo mediante
la aplicación de una prueba de conocimientos cuyo análisis se realiza siguiendo un paradigma me-
todológico de tipo mixto, combinando esquemas cuantitativos y cualitativos (Goetz y Lecompte,
1988).

En este sentido, el enfoque cuantitativo se re�ere a la determinación de cantidad de respuestas
correctas, parcialmente correctas e incorrectas y tipos de errores manifestados por los estudian-
tes, con el correspondiente análisis estadístico; el enfoque cualitativo se desarrolla mediante la
aplicación de la técnica del análisis semiótico (Godino y Arrieche, 2001) a las pruebas resueltas
por dos estudiantes. A continuación describimos la técnica del análisis semiótico.

La técnica del �análisis semiótico� permite: �caracterizar tanto los signi�cados sistémicos (o
praxeológicos) de un objeto matemático como los signi�cados elementales puestos en juego en un
acto de comunicación matemática� (Godino y Arrieche, 2001, p.1). Estos autores sostienen que
mediante este análisis es posible identi�car tanto los con�ictos potenciales en la interpretación de
los textos de estudio como aquellos que ocurren durante el proceso de enseñanza y aprendizaje.

Godino (2002) indica que al comparar los signi�cados institucionales atribuidos a un obje-
to matemático por dos instituciones o por una persona y un referente institucional, se pueden
identi�car con�ictos semióticos entre esos agentes. Los con�ictos semióticos están representados
por las disparidades entre los signi�cados atribuidos a una misma expresión por dos sujetos en
interacción comunicativa y provocan di�cultades y limitaciones en el proceso de enseñanza y
aprendizaje. Más adelante señala Godino (2002): � Para aplicar esta técnica se requiere disponer
de los textos con la plani�cación del proceso instruccional, transcripciones del desarrollo de las
clases, entrevistas y respuestas escritas a las pruebas de evaluación aplicadas�. En este caso, se
aplica dicho análisis a la resolución realizada por el investigador a la prueba de evaluación de
conocimientos sobre las derivadas, aplicada durante el desarrollo del curso de Matemática II,
correspondiente al Lapso Académico comprendido entre los meses diciembre 2003 y Abril 2004.

Una primera clasi�cación de las unidades de análisis semiótico de un texto matemático pro-
puesta por Godino y Arrieche (2001) es la siguiente: �unidades iniciales (apartados o secciones del
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texto), unidades primarias (oraciones o sentencias), unidades elementales (términos y expresiones
que designan cada una de las seis unidades elementales) y unidades secundarias (combinación de
dos o más unidades primarias)�. (p.2)

En cuanto al análisis aplicado a la prueba, las unidades iniciales son los ítems o problemas a
resolver y las unidades elementales están ubicadas en el proceso de comunicación de la solución,
y están representadas por el lenguaje, las situaciones, los actuativos, los conceptos, las propie-
dades y las argumentaciones, entidades propuestas en el enfoque ontosemiótico de la cognición e
instrucción matemática (Godino, 2003).

4.2 Población y Muestra

La población sobre la que se hace este estudio, la constituye los estudiantes del segundo semestre
de Ingeniería Agronómica y la muestra, que fue tomada en el Área de Ingeniería Agronómica de
la Universidad Nacional Experimental Rómulo Gallegos, está conformada por 60 estudiantes que
presentaron la prueba de conocimientos aplicada.

4.3 Instrumento aplicado

El instrumento utilizado para recoger los datos consistió en una prueba de conocimientos, aplicada
a �n de evaluar qué signi�cados atribuyen los estudiantes a las reglas de derivación de las funciones
algebraicas y trascendentes más comunes, la regla de la cadena, la derivación aplicando logaritmos
y la aplicación de la derivada en un punto de una función para obtener las ecuaciones de las
rectas tangente y normal a la curva. La prueba está constituida por cinco preguntas o ítems,
cuya estructura y contenido se detalla continuación:

Ítem 1.- Determine f ′(x) para: f(x) =
(
3x4 + 2x−5 + 10x− 8

)
Arcsec(2x)

Ítem 2.- Determine f ′(x) para:f(x) = 73x

Arctan(x)

Ítem 3.- Determine f ′(x) para: f(x) = csc5
(√

3x4 − 2x+ 12
)

Ítem 4.- Aplicando logaritmos determine f ′(x) para:

f(x) =

(
2x3 + 5x2 − 6x+ 9

)
ex sec (x)

tan (x) log4 (x)

Ítem 5.- Determine las ecuaciones de las rectas Tangente y Normal a:

f(x) = arctan(2x) en x0 = −1

El objetivo de esta prueba es evaluar que signi�cados atribuyen los estudiantes a las reglas de
derivación: producto de una constante por una función, suma algebraica, producto y cociente de
funciones, así como de las derivadas de las funciones algebraicas y trascendentes más comunes, la
regla de la cadena, la derivación aplicando logaritmos y la aplicación de la derivada en un punto
de una función para obtener las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva.

En este trabajo se hace referencia a los resultados correspondientes al ítem N° 1; por lo tanto,
el lector interesado en la totalidad de los resultados o de algunos de los ítems en particular,
deberá consultar a Meléndez (2005). En el ítem 1 se evalúa la derivada de: producto de una
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constante por una función, de la suma algebraica de funciones potencia (polinómicas), de una
constante, del producto de dos funciones, de una función trigonométrica inversa y de la regla de
la cadena.

La respuesta se considera correcta cuando el estudiante:

1. Aplica la fórmula de la derivada a un producto de funciones

2. Obtiene la derivada de la función polinómica propuesta

3. Obtiene la derivada de la función trigonométrica propuesta

4. Aplica la regla de la cadena para derivar una función compuesta

5. Hace las reducciones correspondientes

Las fórmulas que se debe aplicar para resolver esta pregunta, considerando que k es una
constante, que u es función de x y que f ′ o u′ es la derivada de una función con respecto a x, son
las siguientes:

(k)
′
= 0; (x)

′
= 1; (ku)

′
= ku′; (un)

′
= nun−1u′;

(uv)
′
= u′v + uv′; (Arcsec(u))′ =

u′

u
√
u2 − 1

Respuesta correcta tipo:
Para obtener la derivada de f(x) =

(
3x4 + 2x−5 + 10x− 8

)
Arcsec(2x), se debe identi�car la

operación producto de funciones y aplicar la fórmula:

(uv)
′
= u′v + uv′

f ′(x) =
(
3x4 + 2x−5 + 10x− 8

)′
Arcsec(2x) +

(
3x4 + 2x−5 + 10x− 8

)
(Arcsec(2x))

′

Luego se derivan las funciones u =
(
3x4 + 2x−5 + 10x− 8

)
y v = Arcsec(2x); como el argu-

mento de v es también una función, se debe aplicar la regla de la cadena a una función compuesta:

v = h ◦ g = h [g (x)] ; v′ = (h [g (x)])
′
= (h′ (g)) g′ (x) =⇒ (Arcsec(u)) ′ =

u′

u
√
u2 − 1

f ′(x) =
(
12x3 − 10x−6 + 10

)
Arcsec(2x) +

(
3x4 + 2x−5 + 10x− 8

) (2x)′

2x
√

(2x)2 − 1

Se deriva el argumento de la función arcosecante y se hacen las simpli�caciones correspon-
dientes, hasta obtener el resultado �nal.

f ′(x) =
(
12x3 − 10x−6 + 10

)
Arcsec(2x) +

(
3x4 + 2x−5 + 10x− 8

) �2

�2x
√

(2x)2 − 1

Resultado �nal:

f ′(x) =
(
12x3 − 10x−6 + 10

)
Arcsec(2x) +

3x4 + 2x−5 + 10x− 8

x
√

(2x)2 − 1
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5 Análisis y discusión de los datos

Se quiere determinar los signi�cados personales de los estudiantes de Ingeniería sobre las deri-
vadas, haciendo el análisis de los resultados generales de la prueba de conocimientos mediante
tablas de frecuencia y porcentajes de las diferentes respuestas obtenidas y, la interpretación de
los mismos.

En tal sentido se han establecido tres categorías de respuesta, de acuerdo con el esquema
siguiente:

� Respuesta correcta: Si el estudiante dio respuesta a todo lo solicitado, sin cometer errores.

� Respuesta parcialmente correcta: Si el estudiante respondió parcialmente o totalmente la
pregunta y cometió errores; sin embargo, algunos o la mayoría de los conceptos preestable-
cidos como respuesta correcta fueron satisfechos.

� Respuesta incorrecta: Cuando el estudiante no dio respuesta alguna o inició y/o desarrolló
un procedimiento para resolver la pregunta pero sin satisfacer ninguno de los conceptos que
caracterizan a la respuesta como correcta.

Por otra parte, se clasi�can los errores que cometen los estudiantes de la manera siguiente:

� Con�ictos semióticos conceptuales: Cuando el estudiante desconoce o ha interpretado mal
tanto la noción que está aplicando como las operaciones básicas.

� Con�ictos semióticos proposicional: Cuando el estudiante desconoce o interpreta mal una
propiedad.

� Con�ictos semióticos procedimentales: El estudiante conoce los conceptos y las propiedades
pero se equivoca al aplicarlos.

� Con�ictos semióticos lingüístico: Cuando el estudiante no usa o hace mal uso de la notación
y/o nomenclatura.

5.1 Resultados generales de la prueba y análisis de errores

Los resultados de la prueba son expresados mediante el análisis a las respuestas parcialmente
correctas e incorrectas de los estudiantes en primer lugar, y luego la clasi�cación de los errores
cometidos por los estudiantes. En cada caso se hace una trascripción textual de lo que el estudian-
te escribió y los comentarios a que haya lugar. Para el Ítem 1 los resultados fueron los siguientes:

Ítem 1: Determine la derivada de f(x) =
(
3x4 + 2x−5 + 10x− 8

)
Arcsec(2x).

Se considera parcialmente correcta si el estudiante aplica bien la propiedad de la derivada de
un producto pero comete errores de signos u operaciones elementales en la derivada del polino-
mio, o en la aplicación de la regla de la cadena al equivocarse en la derivada interna de la función
trigonométrica planteada. Algunos ejemplos de respuestas de los estudiantes, son los siguientes:

Respuestas parcialmente correctas:
Alumno 09:

�f ′(x) = 12x3 + 10x−6 + 10Arcsec(2x) +
1

2x
√
2x2 − 1

3x4 + 2x−5 + 10x− 8�
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El estudiante no aplica la regla de la cadena a la derivada de Arcsec(2x) al no multiplicar por
2, derivada del argumento; omite el signo negativo a 10x−6, no usa los paréntesis para separar
las funciones polinómicas como factores multiplicativos y asume que 2x2 = (2x)2.

Alumno 17:

�f ′(x) =
(
12x3 − 10x−6 + 10

)
Arcsec(2x) +

1√
(2x)2 − 1

(2)
(
3x4 + 2x−5 + 10x− 8

)
�

El estudiante no usa bien la fórmula de la derivada de Arcsec(2x) al omitir el factor 2x en el
denominador.

Alumno 24:

�f ′(x) = 12x3 − 10x−6 + 10Arcsec(2x) +
1

x
√
x2 − 1

3x4 + 2x−5 + 10x− 8�

El estudiante no aplica la regla de la cadena en la derivada de Arcsec(2x), aparentemente usó
la fórmula para derivar Arcsec(x).

Alumno 44:

�f ′(x) =
(
12x3 − 10x−4 + 10

)
Arcsec(2x) +

1√
(2x)2 + 1

(
3x4 + 2x−5 + 10x− 8

)
(2)�

En la derivada de −2x−5 equivoca el exponente a colocar 10x−4 y en la derivada de Arcsec(2x)
cambia el signo del 1 en el radical.

Respuestas incorrectas:
Alumno 15:

�f ′(x) =
(
12x3 + 10x2 + 10

)( 2

x
√

(x)2 + 1

)
�

No aplica la fórmula de la derivada del producto de funciones y no deriva bien ninguna de las
funciones propuestas.

Alumno 42:
�f ′(x) =

(
3x4 + 2x−5 + 10x− 8

)′
(Arcsec(2x))

′

f ′(x) =
(
3x4 + 2x5 + 10x− 8

) 2x lna(2)√
3x4 − 2x−5 − 10

�

No aplica bien la fórmula para derivar el producto de funciones y no deriva bien ninguna de
las funciones.

Cuadro 1. Estadística de respuestas. Ítem 1

Incorrectas Parcialmente
Correctas

Correctas Respuestas en blanco

Frec. % Frec. % Frec. % Frec. % respecto a
las Incorrectas

% del total

21 35 33 55 6 10 1 4,76 1,67
Total de respuestas 60 100%

Frec.: Frecuencia
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Sólo 6 estudiantes (10%) respondieron correctamente la pregunta lo cual indica un alto nivel
de di�cultad; 33 estudiantes (55%) manifestaron tener alguna noción del concepto evaluado.
(Cuadro 1)

Cuadro 2. Errores cometidos por los estudiantes. Ítem 1

Conceptuales Operaciones
Básicas

Aplicación
de fórmulas

Procedimiento Simbología y
nomenclatura

Frec. % Frec. % Frec. % Frec. % Frec. %
23 32.86 8 11.43 20 28.57 3 4.29 16 22.86
Total de errores registrados: 70

Frec.: Frecuencia

La mayoría de los errores cometidos son conceptuales (32,86%) y de aplicación de fórmulas
(28,57), no identi�can la operación producto a derivar, aplican fórmulas no correspondientes o
no aplican bien la regla de la cadena. Se remite al lector interesado a Meléndez (2005) en donde
se hace un análisis detallado y pormenorizado de toda la prueba.

5.2 Análisis Semiótico de la Prueba

Se de�nieron los aspectos para cali�car una respuesta como correcta, parcialmente correcta o
incorrecta; el investigador desarrolla y explica su visión sobre cuál debe ser la respuesta correcta
a cada ítem; esto constituye un signi�cado institucional de referencia (Godino, 2003), a partir
del cual se identi�carán los errores y con�ictos semióticos producto de las discordancias con el
signi�cado personal logrado de los estudiantes. El análisis semiótico se desarrolla en tres fases:
exposición del texto y unidades primarias de análisis, identi�cación de las componentes y unida-
des elementales y la identi�cación de los conocimientos puestos en juego y con�ictos semióticos
potenciales. Los detalles debe consultarlos el lector interesado, en Meléndez (2005), para indagar
sobre la totalidad de los resultados del análisis.

A continuación, a manera de ejemplo, presentamos el desarrollo del análisis realizado al ítem
1:

Ítem 1. Derivar la función: f(x) =
(
3x4 + 2x−5 + 10x− 8

)
Arcsec(2x)

Texto y unidades primarias del análisis:

1.1 Para obtener la derivada de f(x) =
(
3x4 + 2x−5 + 10x− 8

)
Arcsec(2x), se debe iden-

ti�car la operación producto de funciones y aplicar la fórmula:

(uv)
′
= u′v + uv′

1.2
f ′(x) =

(
3x4 + 2x−5 + 10x− 8

)′
Arcsec(2x) +

(
3x4 + 2x−5 + 10x− 8

)
(Arcsec(2x))

′

1.3 Luego se derivan las funciones u =
(
3x4 + 2x−5 + 10x− 8

)
y v = Arcsec(2x); como

el argumento de v es también una función, se debe aplicar la regla de la cadena a una
función compuesta:

v = h ◦ g = h [g (x)] ; v′ = (h [g (x)])
′
= (h′ (g)) g′ (x) =⇒ (Arcsec(u)) ′ = u′

u
√
u2−1
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1.4 f ′(x) =
(
12x3 − 10x−6 + 10

)
Arcsec(2x) +

(
3x4 + 2x−5 + 10x− 8

) (2x)′

2x
√

(2x)2−1

1.5 Se deriva el argumento de la función arcosecante y se hacen las simpli�caciones co-
rrespondientes, hasta obtener el resultado �nal.

1.6 f ′(x) =
(
12x3 − 10x−6 + 10

)
Arcsec(2x) +

(
3x4 + 2x−5 + 10x− 8

)
�2

�2x
√

(2x)2−1

1.7 Resultado �nal :
f ′(x) =

(
12x3 − 10x−6 + 10

)
Arcsec(2x) + 3x4+2x−5+10x−8

x
√

(2x)2−1

Componentes y unidades elementales:

Praxis Lenguaje Teoría

Situaciones:
Problema de aplicación de
la derivada del producto
de una función polinómi-
ca y una función trigono-
métrica.
Técnicas:
Derivación, aplicación de
la regla de la cadena, sim-
pli�cación.

Términos y expresiones:
Derivar, producto de funciones,
función, argumento, regla de la
cadena, simpli�caciones, arcose-
cante. Notaciones:
f(x) xn

Conceptos:
Derivada, función, función
compuesta, regla de la ca-
dena, arcosecante.
Propiedades:
El argumento es una fun-
ción. Reglas para derivar
funciones y regla de la ca-
dena.
Validaciones:
Justi�cación de cada ope-
ración y del resultado.

Conocimientos y con�ictos semióticos:

1. 1 Se condiciona la aplicación de la derivada, a la identi�cación de la operación produc-
to, propia del álgebra de funciones, y supone como conocido el término función. La no
identi�cación de la operación o la no interpretación de la fórmula, constituyen con�ictos
semióticos potenciales.

1. 2 Se han puesto en juego la fórmula para derivar un producto y elementos notacionales; la
expresión indica la forma de aplicación de la fórmula y los con�ictos semióticos ocurrirían
con la identi�cación de las funciones, las operaciones relacionadas con la aplicación de la
derivada de un producto y las fórmulas que se deben aplicar.

1. 3 Se considera necesario conocer el concepto de argumento, así como la interpretación del
signi�cado y aplicación de la regla de la cadena para relacionar al argumento con la
función compuesta y su derivada; de allí surgirían los posibles con�ictos semióticos.

1. 4 Se señala la forma general de una función compuesta, su derivada y la derivada de la fun-
ción arcosecante; podrían surgir con�ictos semióticos por incomprensión de la notación.

1. 5 Se ha aplicado la derivada a las funciones polinómica y arcosecante, sólo queda por
derivar al argumento 2x. Los con�ictos semióticos podrían ubicarse en el manejo de los
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exponentes y sus signos, así como en la identi�cación del argumento o la no adecuada
aplicación de la regla de la cadena.

1. 6 Se señala la última derivada que falta por obtener, la del argumento de la función arcose-
cante; supone conocida la técnica de simpli�cación de expresiones algebraicas. Con�ictos
semióticos potenciales los representan la interpretación de la técnica de la simpli�cación.

1. 7 Se señala qué se debe simpli�car. Con�ictos semióticos ocurren cuando se simpli�ca la x
externa a la raíz del denominador, con las x del polinomio en el numerador o algo similar.

1. 8 Se muestra el resultado �nal. Cualquier operación que se haga a partir de este nivel,
podría generar errores a consecuencia de con�ictos semióticos.

6 Conclusiones

Se determinó que la prueba resultó bastante difícil, puesto que de 60 estudiantes evaluados,
sólo 4 aprobaron y, además, la nota promedio fue de 3 puntos, en una escala del 1 al 10. El
análisis realizado a los errores cometidos por los estudiantes en la prueba, permitió detectar que
la mayoría de errores fueron de tipo conceptual y de aplicación de fórmulas. La importancia de este
análisis radica en que la identi�cación de los errores, que trae consigo la detección de con�ictos
semióticos y de obstáculos epistemológicos, nos permite establecer una sistematización de los
mismos, identi�car qué los produce, cuál es su origen, cómo pueden solucionarse o cómo pueden
evitarse, etc., lo que podría ofrecer una oportunidad para desarrollar estrategias conducentes a
la mejora del proceso de enseñanza y aprendizaje de la derivada como tema particular, y de la
Matemática en todos los sentidos.

Se aplicó el análisis semiótico a la solución de la prueba planteada para establecer un sig-
ni�cado institucional de referencia (Godino, 2003) y se identi�caron los potenciales con�ictos
semióticos y obstáculos epistemológicos que podrían presentarse durante el intercambio profesor-
alumno para desarrollar el tema en cuestión. Como un ejemplo de los posibles con�ictos semióticos
detectados tenemos la no identi�cación de la operación o la no interpretación de la fórmula, la
identi�cación de las funciones, las operaciones relacionadas con la aplicación de la derivada de
un producto y las fórmulas que se deben aplicar.
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Problemas y Soluciones

Problems and Solutions

Editor: José Heber Nieto (jhnieto@gmail.com)
Departamento de Matemática, Facultad Exp. de Ciencias

Universidad del Zulia, Maracaibo. Venezuela.

Los problemas apropiados para esta sección son aquellos que puedan ser abordados por un
estudiante de matemática no graduado sin conocimientos especializados. Problemas abiertos
conocidos no son aceptables. Se pre�eren problemas originales e interesantes. Las soluciones
y los problemas propuestos deben dirigirse al editor por correo electrónico, en español o
inglés, a la dirección arriba indicada (preferiblemente como un archivo fuente en LATEX). Las
propuestas deben acompañarse de la solución, o al menos de información su�ciente que haga
razonable pensar que una solución puede ser hallada.

Appropriate problems for this section are those which may be tackled by undergradu-
ate math students without specialized knowledge. Known open problems are not suitable.
Original and interesting problems are preferred. Problem proposals and solutions should
be e-mailed to the editor, in Spanish or English, to the address given above (preferably as
a LATEX source �le). Proposals should be accompanied by a solution or, at least, enough
information on why a solution is likely.

1 Problemas propuestos

Varios de los problemas propuestos a lo largo de los últimos años han quedado sin resolver hasta
el día de hoy, a saber: 24�28, 44, 51, 54, 59, 61�63, 65�66, 68�69, 72�91, 94�106, 108�113, 116,
118�123, 125�130 y 132�137. En los números siguientes se tratará de llenar ese vacío, publicando
más soluciones que problemas nuevos. En ese sentido invitamos a los lectores a enviarnos sus
soluciones para los problemas mencionados en la lista anterior.

138. Proposed by Ovidiu Furdui, Campia Turzii, Cluj, Romania.)

Let m,n ≥ 1 be two natural numbers. Calculate

1∫
0

{ m
nx

}
dx,

where {a} = a− bac denotes the fractional part of a.

2 Soluciones

11. [6(1) (1998) p. 81, propuesto por el editor.]

Dados tres enteros r, s y tmayores que 1, ¾existirá siempre un grupo �nito con dos elementos
x e y tales que los órdenes de x, y y xy sean r, s y t respectivamente?

Solución del autor. La respuesta es que sí. Tomemos dos enteros n y k tales que n ≥ r ≥
k > 0. Sea x el r-ciclo (1, 2, . . . , r) en el grupo simétrico G = Sn. Sea y el (n− r + k)-ciclo
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(k, k − 1, . . . , 2, 1, r + 1, r + 2, . . . , n). Entonces la composición (de izquierda a derecha) xy
es el (n − k + 1)-ciclo (k, k + 1, . . . , r, . . . , n). Es claro que si conseguimos escoger n y k
tales que n − r + k = s y n − k + 1 = t entonces está listo. La solución de este sistema
es n = (r + s + t − 1)/2, k = (r + s − t + 1)/2. Así hemos hallado una solución para las
instancias del problema con r + s + t impar y r + s > t. La última restricción se elimina
fácilmente como sigue: si r+ s ≤ t entonces s+ t > r, así se pueden hallar permutaciones y,
z tales que o(y) = s, o(z) = t y o(yz) = r. Pongamos x = (yz)−1 = (z−1)(y−1). Entonces
o(x) = o(yz) = r y o(xy) = o(z−1) = o(z) = t.

Si r + s+ t es par consideraremos cuatro subcasos:

(a) r par y r + s > t.
Pongamos x = (1, 2, . . . , k, k+1, . . . , r) (r+1, r+2) y y = (k, k−1, . . . , 2, 1, r+1, r+2, . . . , n).
Obviamente o(x) = r y o(y) = n − r + k. Notemos que 1, 2, . . . , k − 1 y r + 2 permanecen
�jos bajo la composición (de izquierda a derecha) de x e y, así xy = (k, k + 1, . . . , r, r +
1, r+3, . . . , n) y o(xy) = n− k. Ahora escojamos n = (r+ s+ t)/2 y k = (r+ s− t)/2 para
obtener o(y) = s y o(xy) = t.

(b) r par y r + s ≤ t.
En este caso r + t > s y por (a) hay permutaciones w y z tales que o(w) = r, o(z) = t y
o(wz) = s. Pongamos x = w−1, y = wz y listo.

(c) s par.
Por los casos (a) y (b) hay permutaciones y, z tales que o(y) = s, o(z) = t y o(yz) = r.
Poniendo x = (yz)−1 se tiene o(x) = o(yz) = r y o(xy) = o(z−1) = o(z) = t.

(d) t par.
En este caso por (b) hay permutaciones y, z tales que o(y) = s, o(z) = t y o(yz) = r.
Poniendo x = (yz)−1 se tiene o(x) = o(yz) = r, o(xy) = o(z−1) = o(z) = t.

22. [8(1) (2000) p. 88.]

Sean n puntos distintos, P1, P2,. . . , Pn, sobre una recta del plano (n ≥ 2). Se consideran
las circunferencias de diámetro PiPj (1 ≤ i < j ≤ n) y coloreamos cada circunferencia con
uno de k colores dados. Llamamos (n, k)-nube a esta con�guración.

Para cada entero positivo k, determine todos los n para los cuales se veri�ca que toda
(n, k)-nube contiene dos circunferencias tangentes exteriormente del mismo color,

Nota: Para evitar ambigüedades, los puntos que pertenecen a más de una circunferencia no
llevan color.

Solución del editor. La respuesta es n > 2k. En otras palabras, con k colores se pueden
colorear todas las circunferencias de una nube de manera aceptable (es decir de modo que
circunferencias tangentes exteriormente sean de distinto color) hasta para n = 2k, pero
no más. La prueba es por inducción. Si k = 1 el resultado es obvio. Si asumimos que es
cierto para k, entonces la nube con 2k+1 puntos se colorea así: primero se colorean de manera
aceptable con los colores 1, . . . , k las circunferencias con diámetros PiPj para 1 ≤ i < j ≤ 2k.
Lo mismo se hace con las circunferencias con diámetros PiPj para 2k + 1 ≤ i < j ≤ 2k+1.
Finalmente las circunferencias con diámetros PiPj tales que i ≤ 2k < j se colorean con
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el color k + 1, y listo. Ahora bien, si para algún n > k la nube se puede colorear con k
colores, consideremos el conjunto A de los puntos Pi que son extremo izquierdo (i.e., el más
cercano a P1) de un diámetro de una circunferencia de color k, y sea B su complemento
en {P1, . . . , Pn}. Las circunferencias con dos puntos en A no pueden ser de color k, como
tampoco pueden serlo las que tienen dos puntos en B. Pero uno de estos dos conjuntos debe
tener más de 2k−1 puntos, y se contrtadice la hipótesis inductiva.

92. [12(2) (2004) p. 183, propuesto por Francisco J. García Capitán, Córdoba, España.]

Demostrar que el lugar geométrico de los puntos medios de los lados de todos los trián-
gulos que tienen un ortocentro dado y están inscritos en una circunferencia dada es otra
circunferencia.

Solución del autor. En la �gura hemos trazado el trián-
gulo ABC y sus alturas AD y CF que se cortan en el
ortocentro H. La prolongación de AD corta en E a la cir-
cunferencia circunscrita. Pues bien, el triángulo CEH es
isósceles. En efecto, ∠AEC = ∠ABC, ya que ambos son
ángulos inscritos que abarcan el mismo ángulo. Por otro
lado, los triángulos rectángulos BFC y HDC son seme-
jantes, ya que tienen un ángulo común.

Por tanto, es ∠ABC = ∠FBC = ∠DHC y deducimos que ∠DEC = ∠DHC y que CEH
es isósceles.Por ser CEH isósceles, la recta BC es la mediatriz de EH, de manera que si del
triángulo ABC conocemos solo el ortocentro H, la circunferencia circunscrita y el vértice
A sobre ella podemos hallar fácilmente los otros dos vértices.

Por los tres puntos medios de los lados del triángulo así
construido pasará la circunferencia de los nueve puntos
de dicho triángulo, cuyo centro N sabemos que está en el
punto medio de H y O, y cuyo radio r es la mitad del radio
R de la circunferencia circunscrita. Pero al ser �jos O, H y
R también lo son N y r, por lo que todos los puntos medios
de los triángulos estarán en una misma circunferencia.

93. [12(2) (2004) p. 183, propuesto por Francisco J. García Capitán, Córdoba, España y Ricardo
Barroso Campos, Universidad de Sevilla, España.]

¾Cuál es el lugar geométrico de los puntos medios de los lados de todos los triángulos que
tienen un incentro dado y están inscritos en una circunferencia dada?

Solución de los autores. Sabemos que el ortocentroH, el baricentroG y el circuncentroO son
puntos alineados, cumpliéndose además que HG : GO = 2 : 1, por lo que si el baricentro y el
circuncentro fueran �jos, también lo sería el ortocentro, reduciéndose el problema al caso ya
resuelto. Observemos para empezar que, con las condiciones del problema, la circunferencia
inscrita al triángulo es �ja en posición, ya que I es �jo, y también en tama no, en virtud
de la relación OI2 = R2 − 2Rr (fórmula de Euler), siendo aquí R y r los radios de las
circunferencias circunscrita e inscrita.
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Consideremos la �gura de la derecha. En ella hemos traza-
do un triángulo ABC y su circunferencia circunscrita con
centro O. También vemos el incentro I y las bisectrices AI,
BI, CI. La prolongación de AI corta a la circunferencia
circunscrita en Q, punto medio del arco BC, ya que los
ángulos BAQ y QAC son iguales. Entonces, al trazar el
diámetro PQ, resultará que el ángulo PAQ es recto, y PQ
será la mediatriz del lado BC.

Razonemos ahora que el triángulo QBI es isósceles, con QB = QI. Llamemos α, β y γ a las
mitades de los ángulos A, B y C. Entonces ∠IBC = β y ∠CBQ = α, así que ∠IBQ = α+β.
Por otro lado, también es ∠BIQ = α + β, por ser ∠IBA = β y ∠BAI = α. Razonando
de forma parecida concluimos que QI = QC y por tanto B y C están en la circunferencia
de centro Q y radio QI. Con todo lo expuesto, si del triángulo ABC sólo nos son dados
el incentro I, la circunferencia circunscrita, con centro O, y el vértice A sobre ella, para
determinar B y C bastará trazar a IA una perpendicular por A, que cortará en P a la
circunferencia circunscrita. Uniendo P con O podremos obtener el punto Q y, �nalmente,
trazando una circunferencia con centro Q y radio QI, podremos determinar los puntos B
y C como intersección de dicha circunferencia con la circunferencia circunscrita dada.

Ahora, podemos usar la orden Lugar geométrico de
Cabri-Géomètre sobre el punto medio de uno los lados del
triángulo para encontrar el lugar geométrico buscado. El
lugar geométrico encontrado se llama caracol de Pascal (li-
ma�on de Pascal). Este caracol de Pascal es la curva pedal
de la circunferencia inscrita al ABC, respecto del circun-
centro O. Para hallar la curva pedal de una curva cual-
quiera respecto de un punto O, se traza la recta tangente
a la curva por cualquier punto U y se considera en ésta el

punto M tal que OM es perpendicular a MU .

Como vemos en la �gura siguiente, cada recta tangente a la circunferencia de centro I
corresponde a un lado de un triángulo que tiene a dicha circunferencia como circunferencia
inscrita.

Es claro en este caso que OM es perpendicular aMU (el lado BC es una cuerda de la queM
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es su punto medio). Si asignamos coordenadas de manera que el circuncentro es O = (0, 0)
y el incentro es I = (−a, 0), puede comprobarse que la ecuación del lugar geométrico es

(x2 + y2 + ax)2 = r2(x2 + y2),

cumpliendo r que a2 = R2 + 2Rr.
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