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Resumen

El uso de herramientas tecnoldgicas como GeoGebra 3D permiten la
aplicacion de estrategias pedagogicas para la comprension de definiciones y
procesos de construccion geométrica en la asignatura de algebra lineal, por lo
gue este trabajo se sustenta en aportes como Van Hiele (1999), Gardner
(2015), Torres, et al (2021), Campo, et al (2021), entre otros. Metodoldgica-
mente tiene un enfoque cualitativo, aplicando la observacion activa en el
desarrollo de una clase para el analisis de las experiencias o vivencias de los
estudiantes. Entre los resultados se encontr6 que el uso de GeoGebra 3D faci-
lita entender el comportamiento de los elementos geométrico que son necesa-
rios para la representacion de vectores y rectas en el espacio. Se concluye que
la experiencia de los educandos fue satisfactoria, puesto a la facilidad de re-
presentacion geométrica que tiene dicho asistente tecnoldgico, brindando
mayor campo de visualizacion por las perspectivas, pero también, se not6
mayor entendimiento de los procesos algebraicos inmersos en el uso de vec-
tores y la ecuacion vectorial de la recta en R3.
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A classroom experience from linear algebra with
GeoGebra 3D

Abstract

The use of technological tools such as GeoGebra 3D allows the ap-
plication of pedagogical strategies for the understanding of definitions and
geometric construction processes in the subject of linear algebra, so this work
is based on contributions such as Van Hiele (1999), Gardner (2015), Torres,
et al (2021), Campo, et al (2021), among others. Methodologically, it has a
gualitative approach, applying active observation in the development of a
class for the analysis of the experiences of the students. Among the results, it
was found that the use of GeoGebra 3D facilitates the understanding of the
behavior of the geometric elements that are necessary for the representation
of vectors and lines in space. It is concluded that the experience of the stu-
dents was satisfactory, due to the ease of geometric representation that this
technological assistant has, providing a greater field of visualization by the
perspectives, but also, a greater understanding of the algebraic processes in-
volved in the use of vectors and the vector equation of the straight line in R3
was noted.

Keywords: Technology, linear algebra, GeoGebra.

Introduccion

Los procesos de ensefianza de la geometria en los diferentes niveles
escolares son importantes debido al vinculo que crea esta area con el entorno
y su composicion, es decir, gracias al desarrollo del pensamiento geométrico
se puede entender las propiedades de las figuras, sus caracteristicas, diferen-
cias y semejanzas con otras, lo que Van Hiele (1999), en su teoria, establece
como la forma en que el alumno puede resolver problemas de nivel geométri-
co con el fin de desarrollar habilidades iniciando con el reconocimiento de las
figuras (2D y 3D), pasando por el descubrimiento de las propiedades geomé-
tricas de los objetos y llegando a niveles a aplicacion y demostracion de con-
jeturas o teoremas.

Hoy, existen diferentes estrategias de ensefianza para la geometria,
que van desde la exploracion del entorno, la construccion de figuras con ma-
teriales escolares, e incluso, el uso de la tecnologia como herramienta visual e
interactiva. En atencion a este planteamiento, Torres, et al (2021), postula que
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la aplicacion de las tecnologias de la informacion y la comunicacion permiten
mejorar los procesos de ensefianza e incorporar nuevas précticas en los estilos
de ensefianza de docentes.

Uno de los recursos que mas utilizan los maestros en cualquier nivel
académico es GeoGebra, puesto que permite realizar de manera dindmica
procesos de construccion geométrica, teniendo en cuenta aspectos también
como algebra, la estadistica y el célculo, ademads, ‘el asistente matematico
GeoGebra ofrece multiples ventajas desde el punto de vista de la Matematica
en las funciones que implementa, de su portabilidad y como software libre”
(Rodriguez, et al. 2021:165).

Entendiendo la gran versatilidad que tiene el uso de los recursos tec-
noldgicos como GeoGebra, asignaturas como algebra lineal, impartida desde
el nivel de educacién superior, se pueden ver beneficiadas por las multiples
estrategias pedagdgicas empleadas por docentes para la compresion de defi-
niciones, conceptos o procedimientos que tenga un vinculo entre el algebra y
la geometria. Por lo que segin Campo, et al (2021:536), establecen que:

“El empleo de un sistema de geometria dinamico, como Geo-
Gebra, proporciona un conjunto de herramientas que facilitan
dichos procesos del pensar matematicamente, en este caso
concreto la identificacion de patrones y la formulacién y justi-
ficacion de conjeturas para un topico especifico dentro de un
curso tipico de algebra lineal”.

Ante todo este contexto tedrico, se han evidenciado ciertas dificulta-
des en los estudiantes universitarios de una institucion de Colombia en rela-
cion con la comprension de la definicion de ecuacion vectorial de la recta
desde la asignatura de algebra lineal, lo cual puede deberse a varios factores,
como la complejidad del concepto, la falta de ejemplos claros y la descone-
Xion con situaciones de la vida real, o la poca importancia que algunos docen-
tes han otorgado al hecho de utilizar estrategias didacticas y recursos tecno-
l6gicos para mejorar la comprensién de los estudiantes en esta area. Por lo
anterior, este trabajo tiene como propdsito aplicar el recurso tecnoldgico
GeoGebra 3D para estudiar y comprender la definicién de ecuacion vectorial
de la recta desde la asignatura de algebra lineal.

Pensamiento geomeétrico
Basado inicialmente en el concepto del Ministerios de Educacion Na-

cional (1998), el pensamiento geométrico esta relacionado a la capacidad de
construir modelos mentales de los objetos que existen en el espacio, enten-
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diendo sus caracteristicas, las transformaciones y las propiedades. Pasado
ahora por la definicion de Gardner (2015), el pensamiento geométrico esta
relacionado con la inteligencia espacial, donde la manipulacion de los ele-
mentos del espacio hace que el individuo desarrolle tendencias a profesiones
tales como ingenieria, aviacion, disefio, artes, entre otras.

El desarrollo del pensamiento mencionado, se potencializa desde la
escuela en la asignatura de geometria, donde investigadores como Vega y
Ramirez (2019), establecen que esto permite el manejo de las figuras y los
materiales concretos para la construccion las mismas, ademas, Rodriguez, et
al (2023), comentan que las actividades relacionadas con la cotidianidad ayu-
dan a que los alumnos pueden entender los objetos que se encuentran en el
entorno e interactuar con ellos, desarrollando asi el pensamiento geomeétrico.

Metodologia

Este trabajo tiene un enfoque cualitativo, cuyo propoésito es, segln
Naupas, et al (2018), el que permite estudiar experiencias relacionadas con la
vida, teniendo en cuenta las caracteristicas, aspectos y fenémenos que se pre-
senten de forma social y cultural. Ademas, segun Sambrano (2020), el enfo-
gue cualitativo facilita comprender la realidad misma del sujeto de investiga-
cién y poder interpretar la informacion sin la necesidad de cuantificar.

Asimismo, se utilizd la observacion como técnica de recoleccion de
informacidn, la cual segun Hernandez-Sampieri y Mendoza (2018), tiene las
caracteristicas de explorar y describir aspectos de un contexto, sujeto o fené-
meno, de la misma forma, comprender los procedimientos o situaciones, ex-
periencias o circunstancias donde en un lapso de tiempo se desarrollen activi-
dades.

Este trabajo de investigacion se llevo a cabo con un grupo de 31 es-
tudiantes del cuatrimestre 2024-2 del programa Mantenimiento Eléctrico
Industrial de la Institucion Universitaria de Barranquilla. La experiencia ob-
servada se desarrolld en el médulo de algebra lineal, especificamente en el
tema relacionado con la ecuacion vectorial de la recta en R3, donde se aplica-
ron conceptos como: vector director, ecuacion paramétrica y simétrica de la
recta, representacion grafica manual y construccion grafica en GeoGebra 3D.

Actividad en el aula

Como se ha mencionado anteriormente, el tema desarrollado durante
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la clase de algebra lineal fue la ecuacién vectorial de la recta, donde se tomo
la definicion de Poole (2011), y en la figura 1 se muestra dicha definicion.

Figura 1. Definicion de la ecuacion vectorial de la recta

DBU ﬂ!g O La forma vectorial de la ecuacion de una recta € en R o R’es
x=p+itd
donde p es un punto especifico sobre € y d # 0 es un vector director para €.
Las ecuaciones que corresponden a los componentes de la forma vectorial de la
ecuacion se llaman ecuaciones paramétricas de €.

Fuente: Poole (2011:36).

Los ejercicios analizados en clases consistian en encontrar la ecua-
cion vectorial de la recta en R3, conociendo primero un punto de la recta y un
vector director, de la misma forma, dicha ecuacion vectorial también debia
reescribirse en su forma paramétrica y simétrica. Ademas, se debia evaluar el
parametro t de la ecuacion para encontrar otro punto de la recta en el espacio
y poder presentarla geométricamente de forma manual y compararla poste-
riormente con la gréafica en GeoGebra 3D.

Hubo ejercicios donde al conocer sélo dos puntos de la recta en el es-
pacio, se debia calcular los demas aspectos como: vector director y las dife-
rentes formas algebraicas de la ecuacion de la recta. Los resultados observa-
dos durante el desarrollo de la clase fueron muy interesantes debido a que las
perspectivas de la grafica manual creaban la nocién de aspectos que visual-
mente eran incorrectos y que en GeoGebra 3D se podian ver con mayor dete-
nimiento y dinamismo.

Resultados

Al dar las explicaciones respectivas sobre el proceso para encontrar
algebraicamente la ecuacion vectorial de la recta en el espacio, conociendo un
punto de dicha recta y un vector director, los alumnos tenian ciertas dudas
relacionadas con el vinculo existente entre las ecuaciones y la representacion
de esta en R3 de forma manual. Para ello, el docente explico la importancia
de dar un valor arbitrario al parametro t mencionado en la definicion de la
Figura 1.
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Por lo anterior, se detallé el paso a paso de la construccion manual de
la grafica, esto se hizo como primera instancia para mostrar solo una perspec-
tiva de la recta y el vector director, lo que mas adelante se contrasto con la
grafica en GeoGebra 3D. En la figura 2 se logra ver el proceso algebraico y la
grafica realizada por el maestro en el tablero del sal6n después de encontrar la
ecuacion vectorial, paramétrica y simétrica de la recta, también, al evaluar el
pardmetro t, dandole un valor arbitrario igual a menos uno (-1).

Se hace necesario mencionar que antes de tomar el valor de menos
uno (-1) para el parametro, se habia tomado inicialmente un valor de 3, pro-
puesto por un alumno del grupo, pero este tuvo que ser cambiado por un nd-
mero menor debido a que el resultado de la componente z del punto era igual
a diecisiete (17) vy, resultaba muy extenso poder graficarlo de forma manual
debido al espacio limitado del tablero. Este aspecto resultd interesante para el
grupo de alumnos, puesto que implicaba un ejemplo preciso para tomar valo-
res arbitrarios que por inspeccion diera un punto diferente a P que fuera mas
cémodo graficar.

Figura 2. Proceso algebraico y grafica manual del primer ejercicio
explicado por el docente.

Fuente: Autores (2024).

Una vez el docente termind de realizar la grafica manual, mostr6 la
construccion geométrica de forma virtual utilizando GeoGebra 3D, donde se
observo algo muy interesante: la grafica arrojada inicialmente por el progra-
ma no era similar a la realizada en el tablero (ver figura 3). Esto despert¢ el
interés en los alumnos, puesto que en ese momento suponian que habia un
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error de parte del docente, en otras palabras, se interpret6 que, para los estu-
diantes, el espacio era rigido, inamovible o estatico, ya que, en clases anterio-
res, se habia usado una sola perspectiva de R3.

Figura 3. Grafica virtual en GeoGebra 3D del primer ejercicio explicado
en clase.

o . '
. | | (]
0 ) R0

Fuente: Autores (2024).

Por lo anterior, se hizo necesario mostrar a los alumnos que esta grafica
podia ser rotada (como muestra la gréafica en la figura 3) para llegar a una
perspectiva similar a la realizada de forma manual. Lo que no sélo motivo a
los alumnos a realizar otros ejercicios en clase, sino a graficarlos como forma
de verificacion grafica desde la tecnologia. En la figura 4, se puede ver a un
estudiante manipulando las herramientas de GeoGebra 3D para comprobar
gue los resultados algebraicos de su ejercicio eran correctos.

Figura 4. Estudiante verificando sus resultados de forma virtual en
clase y grafica final obtenida por él mismo

Fuente: Autores (2024).
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La descripcion realizada hasta el momento de la clase es acorde a lo
planteado por autores como Flores, et al (2021), cuando establecen que uso
de las TIC pueden generar aprendizaje significado y que las herramientas
virtuales permiten observar un impacto positivo en los procesos de ensefianza
y aprendizaje. Adicionalmente a esto, el uso de GeoGebra ayuda a “dinamizar
los procesos y hacer de la matematica y la geometria un portal al conocimien-
to y la adquisicion de competencias para la vida, la cual esté llena de formas
y movimientos” (Flores, et al. 2021: 22). Ademas, segiin Mora (2020:79), “el
rol del docente es facilitar los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
nuevas generaciones con la implementacion de las Tic y herramientas que
permitan adquirir nuevas formas de generar conocimiento y transmitir el
mismo hacia los estudiantes”.

Una vez que termind la primera parte de la clase, donde los alumnos
aprendieron a encontrar y establecer la ecuacion vectorial de la recta teniendo
como datos un punto y un vector director, el docente explicé un ejercicio
tomado exclusivamente para escuchar las concepciones de los alumnos sobre
la gréfica resultante. En este caso, el profesor explicd como calcular la ecua-
cion vectorial, paramétrica y simétrica de la recta cuando los datos dados son
solamente dos puntos de la recta en el espacio. Para este ejercicio particular,
se quiere describir puntualmente las conclusiones a las que llegaron los
alumnos a ver la gréafica manual realizada en el tablero. La figura 5 detalla la
construccion de la recta en el espacio bajo la misma perspectiva de la grafica
gue se muestra en la figura 2, pero representado una recta diferente.

Figura 5. Gréfica realizada por el docente en el tablero durante la
clase.
Y
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Fuente: Autores (2024).
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Como se puede apreciar en la figura 5, la recta pasa por dos puntos
P =(-23,5)y Q = (3,4,6), que al ser ubicados en R3 se obtiene la recta
trazada con color azul. Cabe resaltar que el elemento trazado en rojo, es el
vector director encontrado al restar las componentes del punto final (Q) con
el punto inicial (P). En consecuencia, se les pregunt6 a los estudiantes sobre
lo que observaban en dicha grafica y algunas respuestas fueron:

1) Larecta es horizontal.

2) Larecta es paralela al eje x.

3) El vector es paralelo al eje x y a la recta misma.
4) El vector est4 encima del eje x.

La intencion de este ejercicio era exactamente hacer pensar a los
alumnos gue estas conclusiones eran posibles, pero una vez el docente realiz6
la gréafica con la ayuda de GeoGebra 3D, estas conclusiones cambiaron de
manera inmediata. Como se puede detallar, en la figura 5 se muestra el mis-
mo ejercicio de la figura 4, pero con dos perspectivas diferentes de forma
virtual.

Figura 5. Representacion virtual del ejercicio bajo dos perspecti-
vas diferentes

......

Fuente: Autores (2024).

Es interesante como se puede desarrollar el pensamiento geométrico
al realizar actividades que permiten manipular el espacio por medios tecnol6-
gicos y no quedarse con una solo perspectiva geométrica. Los alumnos desa-
rrollaron varios ejercicios mas en la clase y realizaron verificaciones graficas
de forma manual y virtual, esto facilitdé mayor comprension del tema y cred
un vinculo entre los procesos algebraicos y la representacion geométrica,
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haciendo que la matematica en general cobrara sentido y despertando la mo-
tivacion en el grupo de estudiantes. Esta segunda experiencia en clase, es
acorde a lo planteado por Cenas, et al (2021:388):

“Las TIC representan a las herramientas de trabajo que hacen
posible la integracion de diferentes medios con las correspon-
dientes ventajas de cada uno, favoreciendo la trasmision de
mas informacion en menos tiempo, de forma variada y amena
y permitiendo el establecimiento de un ambiente de aprendiza-
je favorable y significativo donde se siente motivado el estu-
diante gracias a su caracter de interactividad”.

En la figura 6 se muestra otro alumno realizando su grafica en Geo-
Gebra 3D y comparando asi el resultado de su proceso manual, ademas, mos-
tré a sus compafieros como utilizar las herramientas del programa para refor-
zar los procesos de construccion, haciendo que estos pudieran no solo compa-
rar sus resultados con el de él, sino también el querer manejar estas herra-
mientas desde su computadora personal.

Figura 6. Alumno utilizando GeoGebra 3D para representar geo-
meétricamente sus resultados.

Fuente: Autores (2024).
Conclusiones

El uso de las tecnologias en las escuela y universidades son necesa-
rias para reforzar la comprension de los temas matematicos, en especial,
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aquellos que requieran ser visualizados. Por lo anterior, el uso de herramien-
tas como GeoGebra 3D, permite que los estudiantes adquieran destrezas de
representacion grafica y que pueden desarrollar criterios propios con el fin de
comparar y entender los elementos geométricos gque se presentan.

El uso de GeoGebra 3D brinda mayor perspectiva en relacién con el
espacio y los elementos en él, por lo que es importante que el maestro domine
las herramientas de este asistente matematico con el fin de mostrar a sus es-
tudiantes las ventajas que tiene el manejo de la tecnologia con fines académi-
cos, por lo que Cenas, et al (2021), concluyen que estas actividades despier-
tan el interés y la motivacion por el trabajo.

La preparacion y planificacion de la clase es fundamental para llegar
a los objetivos trazados, esto permite que el docente tenga claro lo que quiere
lograr con su grupo, por lo que, en este caso particular, se queria mostrar
otras formas de representacién geométrica, no solo la manual. Asimismo, es
necesario que el docente también se encuentre capacitado para desarrollar
clases con la tecnologia adecuada y ensefiar a sus alumnos a utilizarla de
forma eficiente y con fines especificos.

Por ultimo, toda herramienta o recurso, concreto o virtual, es necesa-
rio en el desarrollo del pensamiento geométrico, puesto que ayuda a com-
prender que las figuras pueden observase bajo diferentes perspectivas, enten-
diendo asi las caracteristicas y propiedades que estas tienen. Ademas, el desa-
rrollo de la clase se hace méas estimulante cuando se emplean asistentes tecno-
I6gicos como GeoGebra.
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